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摘　 要　 针对球形机器人动力学模型不准确、参数不确定的问题,设计了一种基于李雅普

诺夫(Lyapunov)方法的模型参考自适应控制(MRAC)算法。 首先,搭建了基于全向轮驱

动的球形机器人实验平台,并利用拉格朗日方程进行动力学建模。 然后,为解决球形机器

人运动过程中参数易受干扰的问题,采用 MRAC 进行运动控制,其中自适应控制率利用

李雅普诺夫方法进行设计。 最后,通过在线仿真和实测实验,结果表明 MRAC 具有良好

的控制效果,在运动参数受到干扰时仍有较好的控制能力。
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0　 引 言

球形机器人是一种具有封闭球形外壳、一体化

机械结构的移动机器人,其驱动方式主要有质心偏

移驱动、动量轮驱动和电机直接驱动等方式。 相比

于传统的轮式、履带式移动机器人,球形机器人具有

全封闭、运动灵活、平衡能力及自我恢复能力强等特

点,在星球探索、危险环境探测等领域具有显著优势

和广泛的应用前景[1]。
球形机器人是一个典型的欠驱动、非链式、强耦

合和非线性的复杂系统,由于其独特的机械结构和

行走方式,导致球形机器人的机理模型存在结构复

杂、参数不确定等问题,因此运动控制一直是球形机

器人领域研究重点之一。 文献[2]在非完整约束的

条件下,分别建立球形机器人的运动学和动力学模

型,通过输入变换将动力学模型变换为一个两输入

的二阶系统,并基于非线性滑模控制方法分别设计

了横向姿态控制器和纵向速度控制器,保证被控系

统的运动状态收敛到期望的邻域。 文献[3]基于动

力学模型设计了一个状态反馈控制器,利用李雅普

诺夫定理验证了控制率的稳定性,并通过外壳跟踪

预期角速度函数来使机器人完成预期运动。 文献[4]
研究了球形机器人在坡面上的建模和运动控制问

题,利用拉格朗日方程建立了系统的动力学模型并

通过比例积分微分( proportional-integral-derivative,
PID)控制器实现了球形机器人在坡面上的稳定控

制。 上述控制方式在一定程度上保证球形机器人稳

定控制。 然而,由于球形机器人环境感知能力不足,
易受外部和内部的不确定性因素影响,导致球形机

器人的运动参数变化大。 因此,依赖准确性模型进

行控制系统设计的方法存在一定的局限性,特别是

当系统受到较大的干扰时,系统的控制效果将大大

降低。
模型参考自适应控制(model reference adaptive

control, MRAC)能够有效解决系统模型参数变化导

致控制效果下降的问题,使系统获得较好的控制性

能[5]。 本文以自主搭建的球形机器人为被控对象,
设计并实现了一种基于 MRAC 的球形机器人运动
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控制系统。 首先,采用拉格朗日方程建立球形机器

人的动力学模型;然后,根据球形机器人的性能参数

和运动过程信息,设计了模型参考自适应控制系统,
按照李雅普诺夫稳定性理论设计自适应控制率,使
系统的控制效果得到优化;最后,实验验证了本文所

设计的基于 MRAC 的球形机器人系统的可行性和

有效性。

1　 球形机器人的动力学模型

1. 1　 球形机器人结构设计

本文搭建的球形机器人实验平台由球形外壳、
驱动平台和全向轮组成,外观和驱动平台结构如

图 1所示。

图 1　 球形机器人

图 1 中,球壳为亚克力透明球,球壳内部是由三

个互成 120 °分布的全向轮和控制全向轮转动的

驱动平台组成;全向轮采用直角电机驱动,其额定

电压为 12 V,转速为 120 r / min;主控芯片采用的是

RT1064;基于捷联惯性测量单元( intertial measure-
ment unit,IMU)设计了姿态检测传感器,其中磁力

计采用 IST8310 传感器, 加速度计和陀螺仪为

MPU6050 整合性六轴姿态传感器。
球形机器人主要硬件参数数据如表 1 所示。

1. 2　 系统建模

为了便于进行动力学分析,本文对球形机器人

进行如下简化和假设。
(1) 由于球形机器人为轴对称结构且全向轮与

球壳内壁相切,在进行直线运动时,将 3 个全向轮直

接等效为 1 个驱动轮,驱动轮质量 m2 与全向轮质量

m 的关系为 m2 = 3m。

表 1　 主要硬件参数

名称 变量符号 数值　
壳质量 M 0. 62 kg

驱动平台质量 m1 1. 334 kg
球壳半径 R 0. 15 m

全向轮质量 m 0. 06 kg
球心到驱动平台

质心距离
l 0. 1 m

重力加速度 g 9. 8 m / s2

(2) 考虑到驱动平台质量主要集中在电机和电

池部分,在实际安装过程中,电机和电池主要集中在

全向轮中心附近,因此将驱动轮半径等效为 (R -
l)。

(3) 球形机器人所有运动部件均为刚体。 球形

机器人在运动中无滑动摩擦,球壳与地面的滚动摩

擦可以忽略不计。
(4) 球形机器人外壳等效为一个半径为 R、 质

量为 M 的薄壁球壳。
当球形机器人沿直线运动时,其简化模型如

图 2所示。 图 2 中, OXY 为固连于球形机器人初始

位置地面的正交坐标系。 设 x 为球形机器人球心位

移, θ 为内部驱动平台摆角, τ 为驱动电机输出力

矩。

图 2　 球形机器人简化模型

由于球形机器人球心位移 x 和内部驱动平台摆

角 θ 唯一确定,因此选取广义坐标变量为

q = [q1 q2] T = [x θ] T (1)

球形机器人球壳、驱动平台和全向轮产生的动

能分别为

Ek1 = 1
2 Mẋ2 + 1

2 J1
ẋ
R( )

2
(2)
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Ek2 = 1
2 m1( lθ

·
+ ẋ) 2 + 1

2 J2θ
·2 (3)

Ek3 = 1
2 m2( lθ

·
+ ẋ) 2 + 1

2 J3
ẋ - lθ

·

R - l( )
2

(4)

式中, J1 为球壳转动惯量, J1 = 2
3 MR2; J2 为驱动

平台转动惯量, J2 = ml2; J3 为驱动轮转动惯量, J3

= 1
2 m2(R - l) 2。

选取地面为零势能点,球壳、驱动平台和全向轮

产生的势能分别为

Ep1 = MgR (5)
Ep2 = m1g(R - lcosθ) (6)
Ep3 = m2g(R - lcosθ) (7)

因此,球形机器人系统的拉格朗日函数 L 为

L = Ek1 + Ek2 + Ek3 - Ep1 - Ep2 - Ep3 (8)
根据虚功原理,可得球形机器人系统所受的广

义力 Q 为

Q = 1
R τ τ[ ]

T
(9)

拉格朗日方程的一般形式为

d
dt

∂L
∂ q̇k

( ) - ∂L
∂qk

= Qk (10)

式中, qk 为广义坐标 q 的第 k 个分量, Qk 表示广义

力 Q 的第 k 个分量。
将式(5) ~式(9)代入式(10)得到球形机器人

系统的动力学方程:
5
3 M + m1 + 3

2 m2( )ẍ + (m1 + m2)cosθ - 1
2 m2[ ]lθ̈

　 　 　 　 　 　 　 　 　 - (m1 + m2) l θ
·2sinθ = 1

R τ

(m1 + m2)cosθ - 1
2 m2[ ]lẍ + 2m, + 5

2 m2( )l2 θ̈

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 + (m1 + m2)glsinθ = τ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(11)
当球形机器人稳定运行时,球形机器人运动加

速度和驱动平台摆角变化均很小,即 ẍ 和 θ
·
都很小,

此时内部驱动平台摆角 θ 满足:

(m1 + m2) lsinθ = J1
ẍ
R( ) (12)

根据式(12)可知,由于 ẍ 很小时,球形机器人

的驱动平台摆角 θ也很小,则有 sinθ≈ θ, cosθ≈1,

θ
·2 ≈0。 因此,式(11)进行线性化后,其运动学方程

为

　

5
3 M + m1 + 3

2 m2( )ẍ + m1 + 1
2 m2( )lθ̈ = 1

R τ

m1 + 1
2 m2( )lẍ + 2m1 + 5

2 m2( )l2 θ̈

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 + (m1 + m2)glθ = τ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(13)
将式(13)表示为关于广义坐标 q 的二元二阶

方程形式,则球形机器人动力学方程为

Vq̈ + N(q) = Eτ (14)
式中:

V =

5
3 M + m1 + 3

2 m2( ) m1 + 1
2 m2( )l

m1 + 1
2 m2( )l 2m1 + 5

2 m2( )l2

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

N(q) =
0

(m1 + m2)glθ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú, E =

1
R
1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
。

为了便于控制器设计,需要将动力学模型进行

降阶处理,设 X = [q1 q̇1 q2 q̇2], 则球形机器人

的状态空间表达式为

X
·

= AX + Bu
y = CX{ (15)

式中, A 为系统矩阵, A =

0 1 0 0
0 0 g1 0

0 0 0 1
0 0 g2 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

, B 为输

入矩阵, B = [0 b1 0 b2]T,C 为输出矩阵, C =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

, [g1 g2] T = - V -1N(q),[b1 b2] T

= V -1E。

2　 模型参考自适应控制系统设计

由于球形机器人系统较为复杂,不能精确建立

其系统模型,且在球形机器人运动过程中,系统模型

参数可能发生变化,常规依赖于被控对象模型的控
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制算法将会产生误差,控制效果不能达到预期[6-12]。
因此本文采用模型参考自适应控制算法对球形机器

人系 统 进 行 运 动 控 制, 以 取 得 较 好 的 控 制 效

果[13-15]。
本文搭建的基于 MRAC 的球形机器人控制系

统框图如图 3 所示。 图中, X
·

m = AmXm + Bmr 为参

考模型,G 和 F 分别为被控系统的前馈增益矩阵和

反馈增益矩阵。 当球形机器人模型参数发生变化

时,系统输出 y 与参考模型输出 ym 之间会产生误差

e, 自适应机构将利用误差来对 G 和 F 进行动态调

整,从而使被控系统能够实时跟随参考模型。

图 3　 基于 MRAC 的球形机器人控制系统框图

2. 1　 参考模型选取

参考模型是系统期望的输出响应,因此参考模

型的选取影响着系统的动态性能,本文采用极点配

置的方式设计球形机器人的参考模型。 根据式(15)
所示的球形机器人状态空间模型,设期望的极点为

s1、s2、s3 和 s4, 对应系统模型的反馈向量为 K,则球

形机器人的参考模型为

Am = A - BK

Bm = B
{ (16)

2. 2　 自适应机构设计

在模型参考自适应控制中,利用李雅普诺夫方

法设计自适应机构能够保证系统具有全局渐进稳定

性,且该方法已经得到广泛使用[16]。 本文基于李雅

普诺夫方法设计球形机器人的自适应机构。
由图 3 可知,引入前馈增益 G 和反馈增益 F

后,球形机器人的状态方程为

X
·

= (A - BF)X + BGr (17)
根据式(16)可知,被控系统和参考模型输出矩

阵为单位向量,因此:
e = Xm - X (18)

那么广义误差的状态方程为

ė = Ame + (Am - A + BF)X + (Bm - BG) r

(19)
设 G 和 F 的理想值分别为 G 和 F, 则当 G = G

和 F = F 时,满足:
Am = A - BF

Bm = BG
{ (20)

则由式(19)可得:
ė = Ame + BΦX + BΨr (21)

式中, Φ = F + F,Ψ = G - G。
在以广义误差 e 与可调参数误差 Φ 和 Ψ 组成

的增广状态空间中,定义李雅普诺夫函数为

V = 1
2 [eTPe + tr(ΦTΓ-1

1 Φ + ΨTΓ-1
2 Ψ)] (22)

式中, P、Γ1 和 Γ2 均为正定矩阵。
由于:
eTPBΦX = tr(XeTPBΦ)

eTPBΨr = tr( reTPBΨ){ (23)

tr(Φ
· TΓ-1

1 Φ) = tr(ΦTΓ-1
1 Φ

·
)

tr(Ψ
· TΓ-1

2 Ψ) = tr(ΨTΓ-1
2 Ψ

·
)

{ (24)

则由式(22)可得:

v̇ = 1
2 eT(PAm + AT

mP)e + tr(XeTPBΦ + Φ
· TΓ-1

1 Φ)

+ tr( reTPBΨ + Ψ
· TΓ-1

2 Ψ) (25)

因为 Am 为稳定矩阵,为了可以选定对称矩阵 Q

使得 AT
mP + PAm = - Q 对任意 e 成立,式(25)右侧

第 2 项和第 3 项必须恒为零,因此选

Φ
·

= - Γ1BTPeXT

Ψ
·

= - Γ2BTPerT
{ (26)

当 A 和 B 为常值或变化缓慢时:

G
·- = 0

F
·- = 0

{ (27)

由此可得:

F
·

= F
·- + Φ

·
= Φ

·

G
·

= G
·- - Ψ

·
= - Ψ

·{ (28)

—5131—

余晨雨等:基于模型参考自适应的球形机器人运动控制



由式(26) ~ 式(28)可得,前馈增益 G 和反馈

增益 F 的自适应律为

F( t) = - ∫t0 Γ1BTPeXTdτ + F(0)

G( t) = ∫t0 Γ2BTPerTdτ + G(0)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(29)

式(29)确定的自适应律就可以保证李雅普诺

夫函数 V 正定和 V
·
负定,此时对于任意分段连续输

入向量函数 r 都能够保证模型参考自适应控制系统

是全局渐进稳定的,即 limt→∞ e( t) = 0。

3　 仿真与实测实验

将表 1 中的数值代入式(15)中,可得球形机器

人系统的动力学模型参数为

A =

0 1 0 0
0 0 - 3. 4130 0
0 0 0 1
0 0 52. 6338 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

, B =

0
1. 4398

0
16. 7921

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

C =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

。

选取球形机器人系统的期望极点为 - 10, - 10,

- 2 ± 2 3i, 则其参考模型参数为

Am =

0 1 0 0
17.3143 7.7914 - 26.2123 - 2.7258

0 0 0 1
201.9429 90.8743 - 213.3143 - 31.7914

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

Bm = B。
由式(22)可知,式(29)中 P、Γ1 和 Γ2 均为正定

矩阵。 在实际应用中,一般 Γ1 和 Γ2 取单位矩阵,P
矩阵需要根据广义误差状态方程取合适的矩阵,本
文经过反复仿真实验,当对称矩阵

Q =

1200 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 15

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

时, BTP =

- 49. 8930
- 32. 3431
62. 2830
10. 4402

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

此时广义误差收敛效果最好,其响应曲线图如图 4
所示,图中 e1、e2、e3 和 e4 为广义误差向量 e 的 4 个

状态分量。

图 4　 广义误差

为验证控制器性能, 将本文所设计的基于

MRAC 的球形机器人控制系统与基于状态反馈控制

的球形机器人控制系统进行对比。 其中,状态反馈

控制器的期望极点与 MRAC 控制器中参考模型期

望极点相同。
3. 1　 控制性能验证

图 5 和图 6 分别为球形机器人在阶跃响应下球

心位置 x 和驱动平台摆角 θ 的变化曲线。
由图 5 和图 6 可知,本文算法与状态反馈控制

输出基本相同,都能够在 3 s 左右快速达到指定位

置并稳定下来。 由于状态反馈控制的期望极点与

MRAC 控制器中参考模型期望极点相同, 且在

MRAC控制器中,系统输出是利用参考模型与系统

图 5　 球心位移变化
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图 6　 驱动平台摆角变化

模型输出之间的误差,调节反馈增益和前馈增益,使
系统模型能够跟随参考模型,因此该实验结果表明

本文搭建的模型参考自适应控制系统中系统模型输

出能够很好地跟踪参考模型输出,具有较好的控制

效果。
同时,通过球形机器人球心位移曲线和驱动平

台摆角曲线可知,在球形机器人运动过程中,驱动平

台首先快速向前运动到最大摆角位置,使球形机器

人重心前移,并开始加速向前运动;当即将到达给定

位置时,驱动平台摆角开始反向增大,使球形机器人

开始减速,最终,通过内部驱动平台的几次调整,球
形机器人速度为 0,并达到给定位置。 这与球形机

器人实际运动情况相符合,也说明了本文建立的动

力学模型的正确性。
3. 2　 抗扰动验证

为测试系统的抗扰动能力,本文在仿真中第 3 s
时加入冲激信号。 图 7 和图 8 分别为在有扰动情况

下球心位置 x 和驱动平台摆角 θ 的变化曲线。
由图 7 和图 8 可知,当在第 3 s 产生扰动时,虽

然内部驱动平台开始出现一定程度的摆动,但球形

机器人几乎没有产生位移,并在经过大约 2 s 后,球
形机器人系统就能够完全恢复稳定。 由此可以得

出,模型参考自适应算法在扰动作用下也能够快速

跟踪参考模型,有效对抗扰动,在短时间内就能恢复

系统稳定,具有与状态反馈控制器相当的抗干扰能

力。

图 7　 球心位移抗扰动实验

图 8　 驱动平台摆角抗扰动实验

3. 3　 鲁棒性验证

考虑到在球形机器人运动过程中,系统参数可

能产生变化,为模拟系统参数发生 20% 的变化情

况,本文将表 1 中各参数数值扩大 1. 2 倍,控制器参

数和结构不变。 图 9 和图 10 分别为参数不确定情

况下使用本文算法和状态反馈控制方法,球心位移

和驱动平台摆角变化情况。
由图 9 和图 10 可以看出,当系统受到一定程度

的不确定参数的影响时,模型参考自适应控制算法

仍然能够具有较好的控制效果,球心位移和内部驱

动平台摆角虽然相对于参考模型产生了一定的误

差,但是仍然能够大致跟踪参考模型的输出,并且能

够在 3 s 左右恢复稳定,并收敛至与参考模型相同

的位置。 但是状态反馈控制在参数发生 20% 的变
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化时已经开始产生震荡,系统的稳定性大大降低。
因此,实验结果可以证明本文所设计的 MRAC 控制

器对于系统参数不确定性具有很强的鲁棒性。

图 9　 参数不确定下球心位移

图 10　 参数不确定下驱动平台摆角

3. 4　 实际运行验证

基于图 1 所搭建的球形机器人,本文分别进行

了直线轨迹跟踪运动和圆形轨迹跟踪运动实验,并
通过离线方式将运动曲线记录下来,验证所设计

MRAC 的球形机器人控制系统的运行效果。
图 11 和图 12 为球形机器人直线运动实验,直

线轨迹长度为 240 cm,球形机器人运行时间为 6 s。
球形机器人的直线轨迹跟踪结果如图 11 所示,图中

实线为预期轨迹、虚线为球形机器人的实际运动轨

迹。 图 12 为 4 个不同时刻球形机器人的位置。 由

图 11和图 12 可以看出,在球形机器人启动时,虽然

由于滑动摩擦以及自身惯性等影响产生了较小偏

差,但是能够较快调节到期望位置,在整个运动过程

中,球形机器人能够较为精确地按照预定轨迹滚动。

图 11　 直线运动轨迹

图 12　 不同时刻球体位置

图 13 为球形机器人在圆周运行轨迹,图 14 是在

圆周运动中不同时刻相应位置。 图中,圆环半径为

75 cm,实线为预期轨迹、虚线为球形机器人的实际

运动轨迹,球形机器人整体运行时间为 30 s。 在圆

形轨迹运动过程中,由于轨迹较为复杂,内部全向轮

与球壳之间存在滑动摩擦,因此在运动过程中出现

了一定偏差,但是总体仍能够按照预定轨迹运行。
因此,根据实验可知,模型参考自适应控制算法能够

有效地应用于球形机器人实际系统中。

图 13　 圆形运动轨迹
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图 14　 圆周运动不同时刻位置

4　 结 论

本文针对全向轮驱动的球形机器人系统,建立

了其拉格朗日动力学模型,并利用模型参考自适应

控制算法,设计了运动控制系统。 实验表明,本文所

采用的模型参考自适应控制能够有效应用于球形机

器人控制系统,在有干扰的情况下能够快速恢复稳

定,特别在球形机器人系统参数不确定的情况下,模
型参考自适应控制算法仍然能够很好地对球形机器

人进行控制,达到了预期的效果。
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Abstract
Aiming at the problem of an inaccurate dynamic model of the spherical robot and uncertain parameters, a mod-

el reference adaptive control (MRAC) algorithm based on the Lyapunov method is designed. First, a spherical ro-
bot experimental platform based on an omnidirectional wheel drive is built, and the Lagrangian equation is used for
dynamic modeling. Then, to solve the problem that the parameters of the spherical robot are easily disturbed during
the movement of the spherical robot, MRAC is used for motion control, and the adaptive control rate is designed by
using the Lyapunov method. Finally, online simulation and actual measurement experiments results show that
MRAC has a good control effect and still has good control ability when the motion parameters are disturbed.

Key words: spherical robot, dynamic model, model reference adaptive control (MRAC), Lyapunov method
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