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基于广义刚度的多指手抓持稳定性分析①

谢贤铨②　 陈志培　 陶志成　 胥　 芳　 鲍官军③

(浙江工业大学机械工程学院　 杭州 310023)

摘　 要　 近年来,仿人灵巧手成为热门的研究方向,大量学者对灵巧手抓持稳定性进行了

研究。 刚度是影响灵巧手抓持稳定的一个重要因素,本文基于旋量理论综合研究了灵巧

手关节刚度和接触刚度与扰动力作用下的被抓持物体位姿变化的关系,在旋量空间中得

出了广义刚度。 并针对扰动力造成的软指与物体间的滚动情况,提出了一种等效接触切

向刚度的方法。 在广义刚度的基础上提出了扰动力椭球的概念,并以此定义了一种抓持

稳定性指标。 最后,设计了一个三指灵巧手对建立的理论模型进行了实验验证,证明了理

论模型的有效性。
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0　 引 言

近年来,多指灵巧手成为机器人领域热门的研

究方向,稳定地抓持物体是多指手的一个基本功能,
对抓持稳定性的分析可以提高灵巧手抓持的成功

性[1]。 抓持稳定性主要概括为物体稳定性和接触

稳定性两方面,接触稳定性指物体受到外部扰动后

仍能保持接触的能力,物体稳定性指物体受到扰动

而偏离原平衡位姿后回到原平衡位置的能力[2]。
本文在抓持系统处于准静态平衡的前提下去分析物

体稳定性,而物体稳定性往往取决于抓持系统的刚

度分布。
由于刚性灵巧手存在环境适应性差、交互安全

性差等问题,目前灵巧手也逐渐由最初的刚性结构

逐渐向柔性结构发展,主要体现在两方面:一是使用

软材料作为指尖,二是在关节处使用弹性材料[3]。
从本质上看这两方面都是抓持刚度的问题,前者减

小了接触刚度,后者减小了关节刚度,从而能减少灵

巧手对被抓持物体造成的损害。 但是柔性的结构带

来了建模的困难,目前对这类问题的分析主要还是

在弹性部位布置线性弹簧和扭簧进行建模,由于是

线性运算,故相对有限差分法和有限元法具有优

势[4]。 文献[5-8]对软指尖以及抓持刚度都进行了

一定研究。 文献[9]在弹性模型中引入了阻尼并用

键合图对软指尖建模。 文献[10]用微分的思想对

硅胶软指尖的特性进行了分析。 文献[11]设计了

一种以弹簧为关节的机构,并分析了抓持刚度。 文

献[12]设计了一种适合深海探测的关节处加拉簧

的机械手。 文献[13]基于接触力学理论建立了抓

持刚度模型。
抓持稳定性分析的核心是量化的抓持稳定性指

标,稳定性指标在抓持任务中起着关键作用,如抓持

规划和抓持操作[14]。 其中常被使用的是基于抓持

矩阵 G 的代数特性几种指标,包括力旋量椭球的体

积最小值[15]、最小奇异值和各向同性指标[16] 等。
基于几何关系的稳定性指标也常被使用,包括抓持

多边形的形状和面积[17]、接触多边形的质心与对象
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质心之间的距离和手指位置的不确定度等。 但是这

类抓持稳定指标仅仅是考虑了抓持点的分布以及物

体表面的内法向量,而最大最小抵抗力[18] 则是考虑

了抓持力的一种稳定性指标,计算抓持可以抵抗任

意方向上的最大的扰动力,并且文献[19]提出了一

种有效的求解方法。 还有一类从灵巧手构型定义的

稳定性指标,如灵巧手构型的可操作椭球体积[20],
这个指标着重于灵巧手的操作。

但是目前少有文献对关节刚度和接触刚度同时

建模并从刚度层面进行抓持稳定性分析,针对这种

情况,本文采用弹性模型和旋量理论对抓持刚度进

行建模,并针对软指尖与物体之间的滚动提出等效

切向刚度对传统四维软指接触刚度进行了扩展。 在

旋量空间中推导了由关节刚度和接触刚度合成的广

义刚度,分析了被抓持物体受小扰动力情况下的位

姿变化。 在广义刚度的基础上定义了扰动力椭球用

以分析抓持稳定性,给出了综合稳定性指标和面向

特定扰动力的稳定性指标的定义。 最后设计了一个

具备关节刚度和接触刚度的三指灵巧手对抓持稳定

性进行了验证。

1　 抓持建模

传统的 DH(Denavit-Hartenberg)参数建模在运

动学分析上有出色的表现,但在速度和力的分析上

不太直观。 而旋量建模在力和速度的分析上更具优

势,但是只有全局坐标一个基坐标。 目前的灵巧手

往往是基于手指的模块化设计,这种建模方式对于

不同操作任务以及不同手指分布的灵巧手,往往面

临着复杂的重建模过程。 本节使用了基于旋量的模

块化建模,避免了这种情况,比如全局坐标位置发生

变化时,只需改变灵巧手手掌坐标到全局坐标的映

射;当灵巧手手掌结构发生变化而手指结构不变时,
只需改变建模过程的手掌坐标到手指坐标的映射。
这种建模是符合灵巧手的模块化设计[21-23] 的。 在

接触点以及关节处分别建立弹性模型,描述指尖坐

标系和接触点坐标系的相对运动与摩擦力的关系,
之后针对扰动造成的手指物体间滚动情况引入了等

效切向刚度。

1. 1　 基于模块化的运动学建模

由于不同文献中各种旋量的主副部表示不统

一,本文所述的速度旋量主部表示旋转运动,副部表

示平移运动。 力旋量主部表示作用力,副部表示作

用力矩。
多指灵巧手本质上是一个复杂的多连杆机构,

本文对抓持系统进行模块化的坐标建立。 一个抓持

系统由灵巧手和被抓持物体构成,其中灵巧手又由

多个手指组成,手指又包括了各个关节以及指尖,如
图 1 所示。 基于系统的这种组合关系,可以先对手

指建模,将手指通过齐次变换矩阵连接到手掌组成

灵巧手,然后将灵巧手通过一个齐次变换矩阵关联

到全局坐标上。 手指上的坐标系均以手指坐标系为

基坐标系,灵巧手以手掌坐标系为基坐标系。 这样,
就可以在局部对系统进行分析,并且能将结果方便

转换到全局,各坐标系关系如图 2 所示。 系统中还

包含了手指关节运动旋量和指尖坐标系的信息,其
中第 i 根手指的第 j 个关节以运动旋量 ξ ji 运动(相
对手掌坐标系),第 i 根手指上的关节数为 mi。 第 i
个指尖坐标系 Ofi相对手掌坐标系的齐次变换矩阵

如式(1)所示。

图 1　 灵巧手坐标系模型

gOpOfi
(θi) = eξ̂1i θ1i eξ̂2i θ2i …eξ̂mii θmii gOpOfi

(0) (1)
在手掌位置固定的情况下,指尖坐标系相对手

掌坐标系的速度旋量[24]如式(2)所示。

Vs
OpOfi

= ( ġOpOfi
g - 1
OpOfi

)∨ = Js
OpOfi

θ̇i (2)
在被抓持物体中建立物体坐标系和接触点坐标
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系,其中接触点坐标系的 z 轴为物体表面的内法线,
ω 为物体在外力扰动下的单位运动旋量,θobj为旋量

大小。 则接触点坐标系相对于全局坐标系的速度旋

量如式(3)所示,Ad 为李群 SE(3)的伴随形式运

算。

图 2　 模块化各坐标关系

Vs
OOci

= AdgOOobj
ωθ̇obj (3)

由式(2)、(3)结合相关的旋量运算可得手指坐

标系相对接触点坐标系的速度旋量,如式(4)所示,
前一项反映了物体的运动引起接触点相对当前时刻

接触点坐标系的速度,后一项反映了关节的运动导

致指尖相对当前接触点坐标系的速度。
Vs

OciOfi
= - AdgOciOobj

ωθ̇obj + AdgOciOp
Js
OpOfi

θ̇i (4)

δui = BTΔVs
OciOfi

dt

= - BTΔAdgOciOobj
D + AdgOciOp

Js
OpOfi

δθi (5)

　 　 BT =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
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ê
ê
ê
ê
ê
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ú
ú
ú
ú
ú

, Δ =
03×3 I3×3
I3×3 03×3

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
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　 　 速度旋量主部表示旋转角速度,副部表示平移

速度,指尖在接触点各摩擦方向上的位移量如式(5)
所示,其中 δu 为指尖相对物体表面接触点的位移

向量,B 为摩擦类型矩阵,取软指接触类型,包括平

行接触面的两个方向的摩擦力和垂直接触面的正压

力以及摩擦力矩。 Δ 为旋量对偶算子,起交换旋量

主副部作用。 因为速度旋量主部的旋转角速度会引

起软指摩擦扭矩方向的位移,副部的平移速度导致

摩擦力方向的位移。 D 为物体的有限位移旋量,在
dt→0 时, Vs

OciOfi
dt → D。

1. 2　 接触刚度及关节刚度建模

接触点以及关节处用弹性模型建模,将一个稳

定的抓持系统等效为弹簧和扭簧的作用。 本文考虑

软指接触情况,软指与物体的接触属于面接触,进一

步假设软指与物体的这个面是平面且物体是刚性

的,由于接触面各处的摩擦力分布不均,会产生垂直

接触面的摩擦力矩。 如图 3 所示,对一个软指接触

抓持系统,将关节刚度等效为扭簧,接触刚度等效为

3 个弹簧和 1 个扭簧,δ 为预紧位移向量(图中只表

示了法向的分量),保证了接触点处的摩擦力。

图 3　 弹性模型
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　 　 弹性模型中,假设所有的接触力都是由虚拟的

线性弹簧和扭簧发生形变产生的,则物体受到指尖

的接触力如式(6)所示。 基于这个模型,一个稳定

的抓持系统在扰动力的作用下从初始稳态到另一个

稳态实际是各虚拟弹簧发生形变使弹性系统再平衡

的过程。 弹簧模型的优点是可以线性化抓持问题,
大大降低分析的复杂程度,但是结果只具有系统局

部特征。
K(δ + u) = f (6)
实际在扰动力作用下系统从一个稳态到达另一

个稳态的过程中,软指与物体之间往往是伴随着相

对滚动的,目前对滚动接触还没有十分简便的建模。
针对滚动接触情况,当扰动力不大的情况下,接触点

位置的变化相对于物体可以忽略。 在弹性模型的基

础上通过在软指接触处引入平行接触面的线性扭簧

来平衡扰动力矩,可以达到等效的瞬时滚动效果。
在这些假设前提下,可以线性化地分析系统的局部

特性。 图 4 所示为二维情况下物体与软指存在的相

对滚动现象,以及为了考虑这种情况引入的虚拟扭

簧。 在三维情况下将软指刚度从四维扩展到六维,
扩展软指接触中缺失的二维,B 取单位矩阵 I6 × 6。

图 4　 二维情况中指尖与物体的滚动情况

2　 稳定性分析

本节基于上节提出的抓持建模,建立了抓持系

统中的接触力平衡方程和关节力矩平衡方程,定义

了抓持系统的广义刚度。 根据广义刚度定义了扰动

力椭圆,并提出了综合稳定性指标以及针对特定方

向力的稳定性指标。
2. 1　 广义刚度

假设物体在受微小外力扰动后接触力向量变化

为 δf,第 i 个指尖对物体的接触力旋量变化量 δω 可

以表示为式(7)。 第 i 根手指第 j 个关节的力平衡

方程如式(8)所示,其中 δωi
j 为第 i 根手指第 j 个关

节对第 j 个指节的作用力旋量变化量(基于该关节

坐标系)。 根据弹性模型的假设,关节处仅存在运

动方向上的刚度,即关节坐标 z 轴方向的扭转刚度,
这个方向上的扰动由虚拟扭簧的形变平衡,表示为

式(9)。

Bδfi = δωci (7)

δωj
i - AdgOjiOci

δωci = 0 (8)

veδωj
i = - k j

iδθ j
fi

其中, ve = [0 0 0 0 0 1] (9)
由式(8)、(9)可推出第 i 根手指上接触力的变

化与关节刚度以及关节角度之间的关系如式(10)
所示,其中 Ki 为第 i 根手指上的关节刚度矩阵,矩
阵 Ci 将接触力旋量空间映射到关节力旋量空间。

ViCiδωci = - Kiδθfi

其 中, Vi =
ve 　 　

　 ⋱ 　
　 　 ve

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
∈ RR mi×6mi, Ci =

AdgO1i Oci

︙
AdgOmii Oci

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(10)

由式(5) ~ (7)及式(10)可得外力扰动作用下
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单根手指上关节角变化与物体位姿变化之间的关

系,如式(11)所示,其中 Kci为第 i 个接触点的接触

刚度矩阵。 由物体受到外力旋量与所有指尖对其产

生的力旋量相平衡还可得出物体所受外力旋量与物

体有限位移旋量之间的关系,如式(12)所示。
ViCiBKciBTΔAdgocioobj

D

= (ViCiBKciBTΔAdgOciOp
Js
OpOf

+ Ki)δθfi

(11)

　 　 ωext = - ∑
n

i = 1
AdgOOci

BKciBTΔ( - AdgOciOfi
D

+ AdgOciOp
Js
OpOfi

δθfi) (12)

为简化表达,将式(11)、(12)中有限位移旋量

D 的系数分别记作 Mi、P,δθfi的系数分别记作 Ni、
Qi,如式(13) ~ (16)所示。 联立得到抓持平衡下微

小外力对物体位姿的扰动方程如式(17)所示。 将

物体有限位移 D 的系数矩阵定义为广义刚度 Ktotal,
Ktotal反映了抓持系统在六维旋量空间中各方向的刚

度情况。
Mi = VCBKciBTΔAdgocioobj

(13)

P i = AdgOOci
BKciBTΔAdgOciOfi

(14)

Ni = MiAdgoobjopJ
s
OpOfi

+ Ki (15)

Qi = - P iAdgOfiOp
Js
OpOfi

(16)

ωext = ∑
i
(P i + QiN -1

i Mi)D (17)

Ktotal = ∑
i
(P i + QiN -1

i Mi) (18)

2. 2　 稳定性指标

目前抓持稳定性指标没有统一的标准,大量的

学者也提出了各种形式的稳定性指标[25-27]。 接触

稳定性分为物体稳定性和接触稳定性两个方面。 物

体稳定性指物体受到扰动偏离原平衡姿态后能回到

原平衡位姿的能力;接触稳定性指物体受到外部扰

动后仍能始终保持接触的能力。 本文分析了物体稳

定性,将其定义为外力对物体位姿的扰动。
ωT[(KT

total) -1PK -1
total]ω = 1 (19)

令 DTPD = 1,其中权重矩阵 P 为六维对角矩

阵,对角元素为有限位移旋量 D 各分量的权重,是
为了平衡 D 主副部单位不同以及物体坐标位置不

同产生的影响,同时反映了物体各偏移量在稳定性

中所占权重。 则 ω 满足式(19)的扰动力椭球方程,

二次型矩阵的特征向量为该椭圆的轴方向,对应特

征值开方的倒数为椭圆半轴长。 特征值越小,对应

轴的长度越长,说明物体在该方向上稳定性越强,于
是可将抓持的综合稳定性指标 S 定义为各特征值的

乘积的绝对值,如式(20)所示。 另一方面,对于给

定的扰动力 ω 造成的物体有限位移旋量 D,定义

DTPD 为 ω 的扰动半径,ω 位于扰动半径为

DTPD 的扰动力椭圆上,抓持对扰动力 ω 的稳定

指标定义为 ω 扰动半径的倒数 Sω,如式(21)所示。
S = λ1λ2…λ6 (20)

Sω = 1 / DTPD (21)
特殊地,取 P 前 3 项为 0,后 3 项为 1 时,表示

Sω 只考虑物体的位移,且各向位移所占权重一致,
而不考虑物体的角度偏移,此时扰动力椭球表现为

位移扰动力椭球,表示造成物体单位位移的力旋量

集合。 P 前 3 项取值为 1,后 3 项取 0 时,表示 Sω 只

考虑物体的角度偏移,且各向角度偏移所占权重一

致,而不考虑物体的位移,此时扰动力椭球表现为角

度扰动力椭球,表示造成物体单位角度偏移量的力

旋量集合。
整体的分析流程如图 5 所示。 对一个抓持进行

稳定性分析,首先是对抓持系统中的各模块基于其

图 5　 分析流程
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上一层的依赖模块进行坐标建立。 然后在关节处以

及接触处应用弹性模型,在关节坐标上分析关节刚

度,在接触点坐标上分析指尖坐标与其相对运动的

关系并对接触刚度进行分析。 分别在各关节处和接

触点处建立全局坐标上的力平衡方程,得出抓持系

统在旋量空间中的广义刚度。 最后通过广义刚度构

建相应的扰动力椭圆,进行抓持稳定性分析。

3　 实验与结果分析

3. 1　 实验平台

实验平台如图 6 所示,实验采用了腱绳驱动的

三指手对物体进行抓持。 为了保证实验过程中指尖

与物体不发生滑动,采用了黑胶带包裹的泡沫六面

体作为被抓持物体,泡沫物体质量小,黑胶带能增大

手指与物体之间的摩擦。 在腱绳中间加装拉簧模拟

关节处的刚度,三指手的位姿由关节处的角度传感

器测得,物体的位姿由 Nokov 光学三维动作捕捉系

统进行测量,整体的硬件连接如图 7 所示。 该实验

平台可以研究在某一刚度下、不同大小方向的扰动

力对物体位姿的影响。
将实验装置放置在捕捉系统的合适位置,标定

灵巧手相对视捕系统全局坐标系的位置。 在未抓取

物体时记录三指手初始的关节角度。 拉动腱绳使物

体处于稳定抓持状态,记录关节角度以及物体的初

始位姿。 分别放置 100 g 的砝码于定位盘的 1 ~ 12
号位上,记录各手指关节角度的变化以及物体的位

姿变化。 更换砝码重量重复上述过程。

图 6　 实验平台

图 7　 硬件连接图
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3. 2　 实验结果分析

200 g 和 100 g 砝码扰动实验数据如图 8 所示,
可以看出两组实验的数据如式(17)所示满足一定

的线性关系,表明在小扰动力范围内,物体的姿态变

化量与扰动力大小成正比。 实验中,为了测量数据

的精准,将物体坐标系直接建在靠近 7 号砝码位的

Mark 点处,从图 8(b)可以看出,将砝码放在 7 号砝

码位时,物体在重力方向( - z 轴)上产生的位移最

大。 同理在砝码逐渐远离该 Mark 点时,物体在重力

方向上的位移也逐渐变小,呈一个“V”形分布。 1
号和 12 号砝码位由于离 Mark 点更远,物体在重力

方向产生的位移最小,意味着物体在重力方向上对

1 号和 12 号砝码产生的力有着更好的位移稳定性。
但是距离产生了更大的力矩使得物体在各方向上的

角度偏移量相对其他位置更大,意味着物体在这些

方向上对这两个力的角度稳定性较差。

(a) 角度偏移 (b) 位移偏移

图 8　 100 g 和 200 g 砝码进行实验的数据对比

　 　 两组实验的物体位姿变化与理论对比分别如

图 9和图 10 所示,在 200 g 砝码扰动的实验中,各向

角度偏移的平均误差为 0. 95 °,各向位移平均误差

在 0. 8 mm。 在 100 g 砝码扰动的实验中,各向角度

偏移的平均误差在 0. 65 °,各向位移平均偏差在

0. 6 mm。图 11 为两组实验物体角度总偏移及总位

移与理论的对比,200 g 实验中,角度总偏移平均误

差为 1. 18 °,总位移平均偏差在 1. 0 mm。 100 g 实验

中,角度总偏移平均误差为 0. 78 °,位移总偏差为

0. 82 mm。总偏差由对应的各分量的平方和开方计

算得到,误差是各分量的累积,对总偏差跟踪的效果

不如各分量的跟踪效果,但总体的趋势是一致的。

(a) 角度偏移 (b) 位移偏移

图 9　 200 g 扰动实验物体位姿变化对比
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(a) 角度偏移 (b) 位移偏移

图 10　 100 g 扰动实验物体位姿变化对比

图 11　 总角度 /位移变化量对比

实验表明,在关节刚度和接触刚度存在的小扰动力

情况,本文理论能较准确地预测物体的位姿变化,从
而判断该扰动力下的稳定性。

由于每组实验砝码提供的扰动力方向大小一

致,均为恒定的砝码重力,对物体坐标系产生的力矩

维度为 2(不产生重力方向的力矩)。 固定扰动力旋

量的主部为砝码的重力,取力矩平面的 2 个单位正

交向量为坐标轴可以将砝码所施加的一系列六维扰

动力压缩到二维平面,并将稳定性指标以等高线形

式绘制。 根据之前分析,扰动力椭圆半径与稳定性

成负相关关系,通过对比各砝码位力的稳定性指标,
可判断该抓持位形下各点所表现的物体稳定性。
图 12所示为 2 组实验不同权重下的扰动力椭圆,不
同扰动力椭圆的权重矩阵 P 取值如表 1 所示。 从

角度扰动云图预测出物体上的 9 号砝码位有更好的

角度稳定性,而 12 号位的角度稳定性最差。 对比

图 11的角度偏移实验数据,无论是 100 g 还是 200 g
砝码的实验,可以看到 9 号砝码对物体产生的角度

偏移最小,12 号砝码能产生更大的角度位移。 从位

移云图预测出 3 号位有更好的位移稳定性,7 号位

的位移稳定性最差,对比图 11 的位移偏移实验数

据,两组实验均表现出一致的实验结果,其余位置除

个别点因误差累计过大偏离了预测的椭圆,预测结

果与实验数据基本上是一致的。

表 1　 各扰动力椭圆 P 取值

　 角度扰动力椭圆 位移扰动力椭圆 扰动力椭圆

权重矩阵 P diag(1,1,1,0,0,0) diag(0,0,0,1,1,1) diag(1,1,1,1,1,1)

4　 结 论

本文以关节刚度和接触刚度同时存在的抓持作

为研究对象,通过旋量理论建立了小扰动力作用下

物体位姿变化模型。 针对受扰动作用时物体与指尖

的相对滚动情况,引入了二维虚拟扭簧将传统的软

指建模由四维扩展成六维。 在旋量空间中分析了广

义刚度,基于广义刚度提出了扰动力椭球的概念,并
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(a) 200 g 角度扰动力椭圆 (b) 200 g 位移扰动力椭圆

(c) 200 g 扰动力椭圆 (d) 100 g 角度扰动力椭圆

(e) 100 g 位移扰动力椭圆 (f) 100 g 扰动力椭圆

图 12　 200 g / 100 g 实验扰动力椭圆

阐述了扰动力椭球与物体稳定性之间的关系。 此

外,进行了三指抓持的实验验证,表明本文提出的理

论模型与实际情况吻合良好,利用该模型能准确判

断抓持物体在各点上表现出的物体稳定性。
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Multi-finger hand grasping stability analysis based on generalized stiffness

XIE Xianquan, CHEN Zhipei, TAO Zhicheng, XU Fang, BAO Guanjun
(College of Mechanical Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023)

Abstract
In recent years, humanoid dexterous hands have become a popular research direction, and many scholars have

studied the grasp stability of dexterous hand. Stiffness is an important factor that affects the grasp stability of dexter-
ous hand. In this paper, the relationship between the joint stiffness and contact stiffness of dexterous hands and the
change of the location of the grasped object under the action of disturbance force is comprehensively studied based
on the screw theory. The generalized stiffness is obtained in the screw space. A method of equivalent tangential
contact stiffness is proposed for the rolling between the soft fingertip and the object caused by disturbance force.
This paper also put forward a concept of disturbance ellipsoid based on generalized total stiffness and defined a
grasping stability index based on this. Finally, a three-finger dexterous hand is designed to verify the theory and
prove the validity of the theoretical model.

Key words: joint stiffness, contact stiffness, dexterous hand, grasp stability, disturbance
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