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基于旋量理论的混联拟人机械腿的运动学分析①

李研彪②　 陈　 科　 孙　 鹏　 王泽胜

(浙江工业大学机械学院　 杭州 310032)

摘　 要　 针对并联机构的强耦合性导致运动分析复杂化的问题,提出了一种包含部分解

耦并联机构的新型 6 自由度混联拟人机械腿构型。 首先,根据人体腿部的运动解剖特性,
阐述了该混联机构的布局形式。 其次,综合 Paden-Kahan 子问题与空间几何法,拓展了

Paden-Kahan 子问题在解决少自由度并联机构位置反解问题上的应用,求出了拟人机械

腿的逆解方程;基于拟人机械腿机构的几何结构,采用代数法推导了位置正解的显示解析

式。 然后基于李代数 se(3)的双线性对称形式(Klein 型),推导出混联机械腿的运动学传

递矩阵。 最后通过数值算例验证了基于旋量理论建立的混联机械腿运动学模型的正确

性,为该机构的进一步研究奠定了理论基础。
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0　 引 言

拟人机器人一直以来是机器人领域研究的热

点。 机械腿在保持机器人身体运动平衡当中起到了

至关重要的作用,其结构直接决定了机器人的运动

学和动力学特征[1]。 目前,各国已相继研制出了不

同类型的拟人机器人,如日本国家先进工业科学技

术研究院的 HRP-5P[2]、韩国科技先进研究院的 HU-
BO[3]和国内清华大学的 THBIP-II[4]。 这些机器人

腿部的各关节均采用多个由直流电机经谐波减速带

动的转动副串联而成,而串联机构存在运动惯量大、
累计误差大等不足[5]。 较少的拟人机械腿采用并

联机构,如日本早稻田大学的 WL-16RIV[6] 和意大

利卡西诺大学的 LARMbot[7],虽然有效弥补了串联

机构的缺点,但是其体积庞大,结构非拟人化,运动

步长明显小于人的步长。 为使串联机构与并联机构

优势互补,研究人员开始研究混联式机械腿,如

SAFFiR 机器人[8]、THOR 机器人[9]和 7 自由度混联

机械腿[10],其研究成果表明,混联机械腿更能模拟

人体腿部肌肉驱动方式,从而进行稳步行走。
机器人的运动学分析是机器人机构设计和控制

的重要组成部分。 大多数研究者采用 Denavit-
Hartenberg(DH)参数描述法建立不同机器人的运动

学方程。 然而,DH 参数法需要对每个连杆建立局

部坐标系,通过坐标转换来建立运动学方程,建模过

程十分繁琐。 旋量理论是一种高效的数学工具,它
以简洁的数学符号和明确的物理几何意义被广泛应

用到机构学的研究领域。 文献[11]提出了基于旋

量理论与 Paden-Kahan 子问题求解混联机构位置反

解的广义方法。 文献[12]利用以李群、李代数为基

础的旋量理论简化了并联机构运动学和动力学的求

解过程。 文献[13]基于旋量理论系统性地探讨了

并联机构的输入端和输出端的运动 /力传递特性,并
定义了一系列评价指标。

由于并联机构具有强耦合性,其正运动学的求

解是机构学研究中的难点之一,很多学者对此进行

过深入的研究[14-16],而混联机械腿中又包含多个并
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联机构,这使得对混联机械腿的运动学分析更加艰

巨。 法国圣昆廷凡尔赛大学研制的 ROBIAN[17],其
腿部的髋关节与踝关节采用相同构型的并联机构,
用末端运动分解的几何算法来求解正运动学。 国内

哈尔滨工程大学研制的 HEUBR 1[18],其踝关节为

2PSS-U( P 为移动副, prismatic pair; U 为虎克铰,
Hooke pair;S 为球铰副,spherical pair)并联机构,采
用神经网络的多层前向传播网络来拟合正运动学的

非线性函数。 哈尔滨工业大学研制的液压驱动 6 自

由度机械腿[19],通过线性化处理来简化 2SPS-U 并

联踝关节的运动学分析。 虽然不同的混联机械腿可

根据相应的算法进行运动学分析,但计算复杂,不易

寻找可靠的算法,很难对机械腿进行精确的实时控

制。 运动解耦的并联机构能有效地改善这一问

题[20],但有关解耦并联机构在拟人机械腿上的应用

鲜有报道。
本文提出一种新型串并混联拟人机械腿构型,

采用 Paden-Kahan 子问题法结合空间几何法求解机

械腿机构的位置反解;由于机械腿的髋关节机构与

踝关节机构为含恰约束支链的解耦并联机构,根据

解耦机构特性推导混联机械腿的位置正解表达式;
利用李代数 se(3)的双线性对称形式(Klein 型),计
算混联机构末端点的速度和加速度,并通过仿真验

证机械腿运动学模型的正确性,为该机构的控制提

供理论基础。

1　 拟人机械腿的方案设计

1. 1　 拟人机械腿的构型分析

1. 1. 1　 人体腿部运动解剖分析

人体腿部关节包括髋关节、膝关节和踝关节,其
中髋关节具有 3 个球面转动自由度,绕冠状轴的弯

曲和伸展、绕矢状轴的内收和外展以及绕垂直轴的

外旋和内旋;膝关节具有单自由度转动;踝关节具有

2 个球面转动自由度,包括背伸、跖屈运动和外翻、
内翻运动[21]。

从运动形式上看,髋关节中的 2 个自由度方向

的运动与踝关节具有相似性,因此在结构上采用球

面 2 自由度并联机构实现踝关节运动以及髋关节的

2 个自由度方向的运动,而髋关节剩余的 1 个自由

度可与单自由度膝关节组成串联机构。 此外,机械

腿需要有一定的灵活性以及较强的承载性。 相对于

旋转电机,直线推杆具有较大的驱动力和承载力,并
且可将直线推杆安装在固定件上,与人体腿部关节

不必承载具有驱动作用的肌肉的重量相似,机械腿

也不必承受驱动装置的重量,降低了运动惯量。
1. 1. 2　 并联机构的构型设计

传统的并联机构具有高耦合性,使得机构的运

动分析复杂化。 因此,本文设计了 PRC-PRCR-RR
(R 为旋转副, rotating pair; C 为圆柱副, cylinder
pair)部分解耦型球面 2 自由度并联机构,由静平

台、动平台和 3 条运动支链构成,其机构简图如图 1
所示,三维模型图如图 2 所示。 运动链 1 由移动杆

AB、连杆 BC 和动平台通过圆柱副连接而成。 运动

链 2 由移动杆 FG、连杆 GH、HI 和动平台通过转动

副连接而成。 运动链 3 由连杆 DE 和动平台通过转

动副连接而成,并且轴线 OD 与轴线 OE 始终正交。

图 1　 PRC-PRCR-RR 并联机构简图

图 2　 PRC-PRCR-RR 并联机构模型图

静坐标系为 OXPYPZP,其原点与旋转中心点 O

重合,ZP 轴垂直于静平台,方向向上,YP 轴始终与
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轴线 OD 重合,XP 轴由右手螺旋定则确定。 动坐标

系为 oxPyPzP,其原点与旋转中心点 O 重合,zP 轴始

终与轴线 OI 重合,方向向上,xP 轴始终与轴 OE 重

合,方向由 E 指向 O,yP 轴由右手螺旋定则确定。
推杆 AB 与推杆 FG 垂直于静平台以及连杆

BC、GH,并且 2 个推杆形成的面始终平行于面

OYPZP;连杆 BC 垂直于连杆 GH;初始姿态下,动坐

标系与静坐标系重合,连杆 BC、GH、DE 处于同一水

平面内。 其中,连杆 BC 的长度为 a,连杆 GH 的长

度为 b,圆柱副 C 到原点 O 的距离为 c,圆柱副 H 到

原点 O 的距离为 d。
1. 2　 拟人机械腿的结构布局

拟人机械腿的三维模型如图 3 所示,包括髋关

节机构、膝关节机构以及踝关节机构 3 个部分。 其

中,髋关节机构为 PRC-PRCR-RR 并联机构;膝关节

机构为两自由度转动机构,由 1 个电机与转动导杆

机构构成;踝关节机构也采用 PRC-PRCR-RR 并联

机构。 将各关节机构依次串联构成一种新型混联拟

人机械腿。

图 3　 混联机械腿机构模型图

拟人机械腿的机构简图如图 4 所示,静坐标系

为 OXYZ,其原点与髋关节机构的旋转中心点 O 重

合,Z 轴垂直于髋关节机构静平台,方向向上, Y 轴

始终与轴线 ODH 重合,X 轴由右手螺旋定则确定。

动坐标系为 oxyz,其原点与踝关节机构的旋转中心

点 o 重合,x 轴始终与轴线重合,y 轴始终与轴线

oDA 重合,y 轴由右手螺旋定则确定。 初始姿态下,静
坐标系与动坐标系姿态一致,OZ 轴与 oN 轴呈15 °。

图 4　 混联机械腿机构简图

2　 拟人机械腿的位置反解

保持机构自由度的数量和性质不变,将混联机

械腿转换为串联机械腿。 通过指数积公式建立等效

串联机械腿的正运动学模型,根据目标位姿矩阵利

用 Paden-Kahan 子问题法求解等效串联机械腿的位

置反解。 将获得的等效串联关节理论值作为并联机

构动平台的输出位姿,进而求解并联机构各关节的

位置反解。
2. 1　 等效串联机械腿的位置反解

根据机械腿的构型设计,转换后的串联机构如

图 5 所示,各关节机构均等价为 2 自由度串联机构。
因此,整个混联机械腿等效为 6 自由度串联机构。

图 5　 混联机械腿等效串联机构图

基于旋量理论与指数积公式[22],建立等效串联

机械腿的正运动学模型。
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　 g1 = exp(ξ0
Y1
^ ,β1)·exp(ξ0

X1
^ ,γ1)·exp(ξ0

Z1
^ ,θ1)

　 　 　 ·exp(ξ0
Y2
^ ,β2)·exp(ξ0

Y3
^ ,β3)·exp(ξ0

X3
^ ,γ3)

　 　 　 ·g0(0) (1)

式中,ξ0
Y1、ξ0

X1、ξ0
Z1、ξ0

Y2、ξ0
Y3、ξ0

X3为各等效关节的初始

运动旋量。
由于机构存在冗余自由度,末端位置的位置反

解存在无数解,需给定 1 个输入参数值,才可求出各

个关节输入值的唯一解,现假设 θ1 为给定值。
2. 1. 1　 求解 β2

踝关节机构转动中心点 o 的齐次坐标为 p,将
式两边同右乘 g0(0) - 1·p:

exp(ξ0
Y1
^ ,β1)·exp(ξ0

X1
^ ,γ1)·exp(ξ0

Z1
^ ,θ1)·exp(ξ0

Y2
^ ,β2)

　 　 ·p = g1·g0(0) -1·p = g2 (2)
髋关节机构转动中心点 O 的齐次坐标为 q1,将

式两边同减 q1,并取两边的二阶范数,再根据 Pa-
den-Kahan 子问题 3,可得 β2。
2. 1. 2　 求解 β1、γ1

将式(2)变换可得:

exp(ξ0
Y1
^ ,β1)·exp(ξ0

X1
^ ,γ1)·p1 = g2 (3)

式中, p1 = exp(ξ0
Z1
^ ,θ1)·exp(ξ0

Y2
^ ,β2)·p

根据 Paden-Kahan 子问题 2 求解式,得 β1、γ1。
2. 1. 3　 求解 β3、γ3

将式(1)变换可得:

exp(ξ0
Y3
^ ,β3)·exp(ξ0

X3
^ ,γ3) = p2 (4)

式中, p2 = exp( - ξ0
Y2
^ ,β2)·exp( - ξ0

Z1
^ ,θ1)·

exp( - ξ0
X1
^ ,γ1)·exp( - ξ0

Y1
^ ,β1)·g1·g0(0) -1

设轴 xE 和 yE 外的 1 个参考点的齐次坐标为

p3,将式(4)两边同右乘 p3,再根据 Paden-Kahan 子

问题 2,可得 β3、γ3。
至此等效串联机械腿的 6 个关节角度全部求解

出来,即获得髋关节机构动平台的输出角度、膝关节

机构的输出角度以及踝关节机构动平台的输出角

度。
2. 2　 并联关节机构的位置反解

PRC-PRCR-RR 并联机构为含恰约束支链的部

分解耦型 2 自由度转动并联机构[23],当运动链 1 驱

使动平台绕轴 yP 旋转时,动平台不绕轴 xP 旋转并

且转动的角度与绕轴 xP 转动的角度无关。 因此,可
先对运动链 1 进行单独分析。
2. 2. 1　 求解 Δl1

设并联机构转动中心 O 的齐次坐标为 p4,并按

照 2. 1. 1 的方式变换运动链 1 的正运动学模型

　 exp(ξ0
11
^ , rA)·exp(ξ0

12
^ ,θB)·exp(ξ0

13
^ , rC1

)·p4

= g1(θ)·g1(0) -1·p4 　 (5)

式中,ξ0
ij为并联机构第 i 条链上第 j 个运动副的初始

运动旋量。
式(5)为 PRP 链的正运动学模型,其几何意义

为将圆柱副 C 轴线 OC 上的一点 p4 沿着轴线 OC 移

动 rC1距离,然后绕着旋转副 B 轴线 BC 旋转 θB 角

度,再沿着移动副 A 轴线 AB 方向移动 rA 距离。 如

图 6 所示,S1 表示轴 AB,S2 表示轴 BC,S3 表示轴

OC,点 p4 为最初的点,点 p7 为最终的点;由几何关

系可得点 p4 始终在垂直于轴 S2 的平面内运动,并
且 p4 到 p7 的路径有无数条,说明此构型的 PRP 链

具有冗余自由度,无法仅采用 Paden-Kahan 子问题

法求解位置反解。 因此,本文采用空间几何法与

Paden-Kahan 子问题法相结合求解位置反解。

图 6　 PRP 子问题几何图

由于运动链 1 始终驱使动平台绕着轴 YP 旋转,
因此其运动特性等效为空间单自由度机构,如图 7
所示,该链驱使动平台在 OXPZP 平面内绕着 O 点做

旋转运动,根据机构各杆之间的几何关系,可得:
Δl1 = rA = h1 tanθ

θB = θ = β1

rC1
= h1 / cosβ1 - h1

θC2
= γ1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(6)
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式中,Δl1 为移动杆移动的距离;h1 为连杆 BC 到轴

ZP 的垂直距离,θ 为杆 OC 绕 O 点旋转的角度。

(a) 等效运动轴测图

(b) 等效运动正视图

图 7　 PRC 链等效运动图

2. 2. 2　 求解 Δl2
将运动链 2 正运动学模型变换为

　 　 exp(ξ0
21
^ , rF)·exp(ξ0

22
^ ,θG)·exp(ξ0

23
^ , rH1

)·p4

= g2(θ)·g2(0) -1·p4 　 (7)
式(7)与式(5)是一致的,说明运动链 2 也无法

仅应用 Paden-Kahan 法求解,需要结合机构自身的

特性求解位置反解。 运动链 2 中的 PRC 链驱使动

平台在 OYPZP 平面内绕着原点旋转,即始终绕着轴

XP 旋转。 对运动链 2 进行等效替换,在原点处构建

轴线指向轴 XP 的虚拟旋转副 J,移除 PRC 链中的移

动副 F、转动副 G 以及圆柱副 H 中的移动副 H1,其
余的运动副(圆柱副 H 中的转动副 H2 和转动副 I)
与虚拟旋转副 J 组成新的虚拟运动链 RRR,如图 8
所示。 此构型的虚拟运动链 RRR 驱使动平台的运

动特性与运动链 PRCR 一致。
虚拟运动链 RRR 的正运动学模型为

g2(θ) = exp(ξ0
26
^ ,θ2)·exp(ξ0

24
^ ,θH2

)

·exp(ξ0
25
^ ,θI)·g2(0) (8)

式中, ξ0
26 为虚拟转动副 J 的初始运动旋量。

　 　 设OI轴上不在原点O处的1个参考点的齐次

图 8　 虚拟运动链 RRR 机构图

坐标为 p5,将式两边同右乘 g2 (0) - 1 ·p5,变换成

Paden-Kahan 子问题 2 形式,由此求解出 θ2、θH2,再
将式(8)转变成 Paden-Kahan 子问题 1 形式,即可求

解 θI。
其中 θ2 是第 2 条 PRCR 链中的 PRP 运动副驱

使动平台在 OYPZP 平面绕 O 点旋转的角度,其位置

反解的求解方法于运动链 1 一致,故运动链 2 中其

余运动副反解为

Δl2 = rF = h2 tanθ2

θG = θ2

rH1
= h2 / cosθ2 - h2

ì

î

í

ïï

ïï
(9)

将获得的髋关节机构动平台输出角度和踝关节

机构动平台输出角度代入式(5) ~ 式(9),即得髋关

节机构与踝关节机构的位置反解。
2. 3　 膝关节机构的位置反解

膝关节机构为 2 自由度转动机构,其转动导杆

机构如图 9 所示。 已知 AB 为定长杆,长度为 l1,BC
为摇杆,长度为 r,θ 为初始角度。 根据各杆件之间

的几何关系,可得:

β2 = arccos
l21 + r2 - (h3 + Δh3) 2

2l1 r
- β (10)

图 9　 膝关节机构简图
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由于膝关节的正反解是容易求解的,但运算相

对复杂,因此在以下分析中,将移除移动副,仅将转

动副 B 作为主动副。
至此混联机械腿的 6 个主动关节的输入值全部

求解出来,实现了混联机械腿的位置逆解算法。

3　 拟人机械腿的位置正解

由于 PRC-PRCR-RR 并联机构中的第 3 条 RR
链为恰约束支链,故采用欧拉角( z-y-x)描述动平台

的位姿。 设动平台绕动坐标系 yP 轴、xP 轴旋转角度

分别为 βP1、γP1,其姿态矩阵为

R1 = ROT(yP, βP1)·ROT(xP, γP1)

=

cosβP1 sinγP1·sinβP1 cosγP1·sinβP1

0 cosγP1 - sinγP1

- sinβP1 cosβP1·sinγP1 cosγP1·cosβP1

( )
(11)

对于虚拟运动链 RRR,可采用欧拉角(x-y-z)描
述动平台的位姿。 设动平台绕动坐标系 xP 轴、yP

轴、zP 轴旋转角度分别为 γP2、 βP2、αP2,其姿态矩阵

为

R2 = ROT(xP, γP2)·ROT(yP, βP2)·ROT( zP,αP2)

=

a d sinβP2

b e - cosβP2·sinγP2

c f cosγP2·cosβP2

( ) (12)

式中, a = cosβP2·cosαP2

　 b = cosγP2·sinαP2 + cosαP2·sinγP2·sinβP2

　 c = sinγP2·sinαP2 - cosγP2·cosαP2·sinβP2

　 d = - cosβP2·sinαP2

　 e = cosγP2·cosαP2 - sinγP2·sinβP2·sinαP2

　 f = cosαP2·sinγP2 + cosγP2·sinβP2·sinαP2

2 条运动链对动平台的姿态变化一致,因此有

R1 = R2。 分别取 R1 和 R2 第 2 行第 1 列的数:

tanγP2 = -
tanαP2

sinβP2
(13)

分别对两姿态矩阵第 1 行第 1 列的数与第 1 行

第 2 列的数做比值:
- tanαP2 = sinγP1·tanβP1 (14)
联合式(6)、式(9)、式(13)、式(14),有:

βP1 = arctan
Δl1
h1

γP1 = arctan
Δl2·cos βP1

h2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(15)

由此也可得,该并联机构为部分解耦。
髋关节机构与踝关节机构的输入位移已知时,

将其代入式(15),可得相应动平台的输出位姿,再
根据式(1),即可得混联机械腿的位置正解。 由于

解耦并联机构的特点,该机械腿无需特殊的算法即

可求解位置正解。

4　 拟人机械腿的速度和加速度分析

4. 1　 并联机构的速度和加速度分析

通过旋量理论可求得串联机构速度雅克比矩

阵,具体理论推导参考文献[22]。
对于并联机构中的少自由度运动链,可构建几

个与原运动副线性无关的虚拟运动副,使之成为 6
自由度链,并设此虚拟运动副对应的角速度为 0。
设 ξ∗

15、ξ∗
16为 PRC-PRCR-RR 并联机构第 1 条运动链

中虚拟运动副的瞬时运动旋量,ξ∗
26为第 2 条运动链

中虚拟运动副的瞬时运动旋量,则这 2 条链的速度

方程为

ω11ξ11 + ω12ξ12 + ω13ξ13 + ω14ξ14 + ω15ξ∗
15 + ω16ξ∗

16

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 = VP

ω21ξ21 + ω22ξ22 + ω23ξ23 + ω24ξ24 + ω25ξ25 + ω26ξ∗
26

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 = VP

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(16)
式中,ξ ij为第 i 条链中第 j 个运动副的瞬时运动旋

量;VP 为并联机构末端杆上与空间坐标系原点重合

的点的速度;ωij为第 i 条链中第 j 个运动副的相对速

度,其中 ω15、ω16、ω26始终为 0。
对于恰约束运动支链 3
ω31ξ31 + ω32ξ32 = VP (17)
式中, ω31、ω32 为并联机构 2 自由度关节的相对

速度,即动平台欧拉角( z-y-x)的旋转角速度,其中 z
轴不旋转。

设旋量 ξ i0与对应支链中被动运动副旋量的互

易积为 0,而与对应支链中主动运动副旋量的互易
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积为 1,即
ξ i1  ξ i0 = 1

ξ ij  ξ i0 = 0
{ 　 i = 1,2　 j = 2,3,4,5,6 (18)

通过求解线性方程组式(18),可求得旋量 ξ10、

ξ20。

设旋量 ξ3k(k = 3,4,5,6)与第 3 条 RR 链的所

有运动副旋量的互易积为 0,即
ξ3i  ξ3k = 0 (19)

通过求解线性方程组式(19),可求得旋量 ξ3k

(k = 3,4,5,6)。
根据李代数 se (3)的双线性对称形式(Klein

型)公式,可得并联机构的 6 个速度辅助方程为

{ξ10;VP} = ω11 {ξ20;VP} = ω21

{ξ33;VP} = 0 {ξ34;VP} = 0

{ξ35;VP} = 0 {ξ36;VP} = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(20)

将式(20)根据需要组合成矩阵形式,得到该并

联机构的输入速度与参考坐标系原点重合点的 6 维

速度量之间的映射。
JT

PΔVP = Ω

Ω = (ω11 ω21 0 0 0 0) T

JP = (ξ10 ξ20 ξ33 ξ34 ξ35 ξ36)

Δ =
03×3 I3×3
I3×3 03×3

( )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(21)

根据多刚体系统旋量加速度合成法则[24]:

A0n = ∑
n-1

i = 0
Ai( i +1) + ∑

n-2

i = 0
∑
n-1

j = j+1
Lie[Vi( i +1), V j( j +1)]

(22)
式中的第 2 项表示一条串行链上第 n 关节的瞬时运

动旋量导数,Lie[ ]为李括号运算,其运算结果为 6
维矢量。

应用本节求速度的方法,可得到该并联机构的

输入加速度与参考坐标系原点重合点的 6 维加速度

量之间的映射。
JT

PΔAP = Ω̇ + S

S = ({ξ i0; ξLi}　 {ξ3j; ξL3}) T{
i = 1,2　 j = 3,4,5,6 　 (23)

式中,S 为 6 维矢量,ξLk (k = 1,2,3)为对应支链末

关节的瞬时运动旋量导数。

4. 2　 拟人机械腿的速度分析

髋关节机构与踝关节机构的速度映射为

JT
HΔVH = (ωH11 ωH21 0 0 0 0) T

JH = (ξH10 ξH20 ξH33 ξH34 ξH35 ξH36)

JT
AΔVA = (0 0 0 0 ωA11 ωA21) T

JA = (ξA33 ξA34 ξA35 ξA36 ξA10 ξA20)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(24)
式中,VH 为髋关节机构中动平台上与原点重合点的

速度,VA 为踝关节机构中动平台上与原点重合点的

速度, ωH11、ωH21、ωA11、ωA21 为各关节机构的输入速

度。
混联机械腿的速度方程为

JHYΩHY = VHY

JHY = (ξY1 ξX1 ξZ1 ξY2 ξY3 ξX3)

ΩHY = (ωY1 ωX1 ωZ1 ωY2 ωY3 ωX3) T

ì

î

í

ï
ï

ïï

(25)
式中,ΩHY为各等效串联关节的角速度;VHY为机械

腿末端杆上与原点重合点的速度。
联合式(24),得:
ΩHY = J -1

HYVHY

JHYA = JT
AΔJ3

A

JHYH = JT
HΔJ3

H

JHYK = I =
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0( )

T

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(26)

式中,J3
H 为髋关节机构中第 3 条 RR 链的瞬时运动

旋量系;J3
A 为踝关节机构中第 3 条 RR 链的瞬时运

动旋量系。
由此可得混联机械腿输入速度与参考坐标系原

点重合点的 6 维速度量之间的映射。

ωHY = (JHYH JHYK JHYK)·J -1
HY·VHY

ωHY = (ωH11 ωH21 ωZ1 ωY2 ωA11 ωA21) T{
(27)

机械腿末端参考点的角速度就是 VHY的原部,
其线速度可表示为

Vi = v(VHY) + ω(VHY)·ri (28)
式中,Vi 为机械腿末端参考点线速度,v(VHY)为

VHY的对偶部,ω(VHY)为 VHY的原部,ri 为坐标原点
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到末端参考点位置的坐标矢量。
4. 3　 拟人机械腿的加速度分析

髋关节机构与踝关节机构的加速度映射为

　
JT

HΔAH = Ω̇H + SH

JT
AΔAA = Ω̇A + SA

{ (29)

混联机械腿的加速度方程为

JHYΩ̇HY = AHY - ξLHY

Ω̇HY = ( ω̇Y1 ω̇X1 ω̇Z1 ω̇Y2 ω̇Y3 ω̇X3) T{
(30)

式中,AHY为混联机械腿末端杆件与坐标系原点重

合点的 6 维加速度量;ξLHY为机械腿等效串联机构

的瞬时运动旋量导数。
当 AHY已知且 JHY非奇异时,可得各等效关节的

加速度为

Ω̇HY = J -1
HY·(AHY - ξLHY) (31)

联合式(27)、式(29)、式(31),可得混联机械腿

输入加速度与参考坐标系原点重合点的 6 维加速度

量之间的映射。
ω̇HY + SHY =

(JHYH JHYK JHYA)·J -1
HY·(AHY - ξLHY)

SHY = SH + SA - JT
HΔξL3H - JT

AΔξL3A

ì

î

í

ï
ï

ïï

(32)
式中,ξL3H为髋关节第 3 条支链的瞬时运动旋量导

数,ξL3A为踝关节第 3 条支链的瞬时运动旋量导数。
机械腿末端参考点的角加速度就是 AHY 的原

部,其线速度可表示为

Ai = (a(AHY) + ωi × vi)
+ (ε(AHY) × ri) + (ωi × (ωi × vi))

(33)
式中,Ai 为机械腿末端参考点线速度,a(AHY )为

AHY的对偶部,ε(AHY)为 AHY的原部。

5　 仿真验证

为了验证上述方法对混联机械腿运动学分析的

正确性,基于上述模型,利用 Matlab 软件验证该机

构的位置解析,利用 Adams 仿真得到的末端 P 的速

度、加速度数据与理论计算值进行比较。 机构的结

构参数如表 1 所示。

表 1　 机械腿结构参数

关键点 坐标 X / mm 坐标 Y / mm 坐标 Z / mm
BH - 99 55 0
CH - 99 0 0
DH 0 47. 5 0
EH - 47. 5 0 0
GH - 99 - 110 0
HH 0 - 110 0
IH 0 0 - 68
J 0 0 - 169
N 0 0 - 328
BA - 168. 23 25 - 646. 76
CA - 126. 41 0 - 646. 76
DA - 85. 41 41 - 646. 76
EA - 168. 23 0 - 646. 76
GA - 162. 68 - 90 - 626. 05
HA - 85. 41 - 90 - 646. 76
IA - 85. 41 0 - 696. 76
P - 85. 41 0 - 717. 76

各驱动器的表达式为

lH1 = 30sin(π·t / 5)

lH2 = - 40sin(π·t / 5)

rH3 = 0

rK4 = 30cos(π·t / 5)

lA5 = - 20sin(π·t / 5)

lA6 = 15sin(π·t / 5)

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(34)

位置解析式的验证步骤如图 10 所示,对比结果

如图 11 所示;速度、加速度验证步骤如图 12 所示;
数值计算结果如图 13 所示,对比结果如图 14 所示;
结果表明位移、角速度、角加速度、线速度、线加速度

图 10　 位置解析验证步骤
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图 11　 各驱动器位置解误差

图 12　 速度、加速度验证步骤

图 13　 使用旋量理论计算速度、加速度

的最大误差分别为 1. 5 × 10 -11mm、 - 4. 6 × 10 -6° / s、
2. 8 × 10 - 6° / s2、1. 5 × 10 - 3 mm / s、9 × 10 - 4 mm / s2,位
移误差值很小,速度与加速度存在一定的偏差,但最

小的误差数量级为 10 - 4,可以忽略不计,从而验证

了机械腿运动学模型的正确性。

6　 结 论

　 　 (1)本文基于人体腿部的运动分析,提出了一

图 14　 理论计算与 Adams 仿真的误差

种新型混联拟人机械腿构型,因其并联关节均为 2
自由度部分解耦并联机构,无需采用复杂的求解算

法,因此易于运动学解算。
(2)阐述了机械腿的布局形式,结合空间几何

法与 Paden-Kahan 子问题,弥补了 Paden-Kahan 子问

题无法解决冗余运动链位置反解的不足,给出了拟

人机械腿的位置反解方程。 该方法物理意义明确,
计算量少,易于编程;鉴于机构的几何特性,采用代

数法推导了位置正解显式表达式。
(3)结合旋量理论和 Klein 型对该混联机械腿

的运动学传递矩阵进行了推导,得到了腿部末端点

的速度与加速度,该方法无需计算并联机构中各支

链被动关节的速度与加速度,简化了运算过程。
(4)通过理论分析和虚拟样机仿真,验证了基

于旋量理论建立的混联拟人机械腿运动学模型的正

确性和有效性,为该机构后续的研究奠定了理论基

础。
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Kinematic analysis of a hybrid humanoid mechanical leg based on screw theory

LI Yanbiao, CHEN Ke, SUN Peng, WANG Zesheng
(College of Mechanical Engineering,Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310032)

Abstract
A novel six-degree of freedom hybrid humanoid mechanical leg with partially decoupled parallel mechanism is

proposed aiming at the complexity of motion analysis caused by the strong coupling of parallel mechanism. Firstly,
the layout form of this hybrid mechanism is described according to the anatomical motion characteristics of human
legs. Secondly, the application of the Paden-Kahan sub-problem in solving the inverse solution of the position of the
lower-mobility parallel mechanism is extended combining the Paden-Kahan sub-problem with the spatial geometry
method, and the inverse solution equation of the humanoid leg is obtained. The display equation of position forward
solution is derived by algebraic method based on the set structure of humanoid leg. Thirdly, the kinematics transfer
matrix of the hybrid leg is derived via the Klein form, a bilinear symmetric form of the Lie algebra se (3). Finally,
the accuracy of kinematics model of the hybrid leg based on screw theory is verified by a numerical example, which
lays a theoretical foundation for the further study of the mechanism.

Key words: hybrid humanoid mechanical leg, partially decoupled, screw theory, Klein form, kinematics
analysis
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