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离散重复控制系统设计:一种幂次吸引律方法①

孙明轩②　 王　 晗　 邹胜祥

(浙江工业大学信息工程学院　 杭州 310023)

摘　 要　 针对周期参考信号下的离散时间系统, 提出一种幂次吸引控制系统设计方法。
基于幂次吸引律构造离散重复控制器,实现周期性扰动的完全抑制,并采取扰动观测技术

对扰动非周期成分进行有效抑制。 为了刻画系统误差的动态性能,给出离散吸引律的吸

引指标表达式,包括吸引域、绝对吸引层、稳态误差带以及最大收敛步数,并对不同幂次的

稳态误差带进行比较,为幂次选取提供依据。 数值仿真与实验结果验证了所提设计方法

的有效性。
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0　 引 言

滑模控制能够有效处理受控系统动态结构和参

数不确定性,是实际工业过程中常常采用的控制技

术。 控制设计能够使得切换变量有限时间到达设计

的滑模面,并将其维持在滑动面上,具有滑模不变

性。 等效控制方法与趋近律方法已经发展成为滑模

控制系统设计的主流方法[1]。 等效控制使得系统

瞬时达到切换面;趋近律即等式形式的达到条件,规
定了系统趋近切换面的吸引过程。 文献[2]中给出

了两种典型的趋近律:切换型趋近律和幂次趋近律。
为了实现有限时间控制性能,需滑动模态具有限时

间收敛性能,通常采用终态滑模控制方法[3-4]。 在

连续有限时间系统中,除了切换律外,幂次律引起了

大量关注[5-7]。 其收敛时间与初态有关,初态离原

点越远,收敛时间越长。 双幂次律能够实现固定时

间收敛,收敛时间不取决于初态[8]。 其中关于收敛

时间的估计采用了两段分析法,这种分析法在文

献[9,10]中也有过报道。 除了给出收敛时间表达

式或对其估计外,人们还注重给出稳态误差界的估

计,特别是针对幂次趋近律[11-15],文献[12,13]利用

双幂次趋近律提高趋近速度。 文献[14,15]提出多

幂次趋近律,较传统幂次趋近律具有更好的运动品

质。
由于计算机技术在控制系统实现方面的广泛应

用,研究离散控制系统综合方法是十分重要的。 文

献[16]中采用的离散趋近律能够削弱颤振现象,但
趋近律形式上看是时间依赖的。 文献[17,18]将切

换趋近律中的符号函数替换为连续的饱和函数,使
得控制量连续化,从而削弱抖振的影响。 文献[19]
给出了进入稳态误差带所需步数的估计。 针对幂次

趋近律,文献[20]分析了不同参数选取下的系统平

衡点和极限环的稳定性,文献[21]证明了稳态误差

带为 O(T 2) 数量级,这里 T 为采样周期,文献[22]提
供了稳态误差带估计的具体表达式。 文献[23,24]
通过修正幂次函数,保证切换函数单调收敛,即无正

负交替地快速趋近于零,改善了原趋近律中断续函

数可能导致的抖振问题。 文献[25]将幂次与等速

趋近律相结合,采用的混合趋近律进一步减小了滑

模面趋近时间。
常规的滑模控制策略并未保证跟踪误差有限时
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间收敛,这是提出终态滑模控制的主要原因。 为了

实现跟踪误差有限时间收敛,文献[26,27]提出了

一种适用于离散控制系统的吸引律方法。 常规的极

点配置方法用于线性控制系统设计,闭环性能的改

善是通过改变闭环极点位置实现的,能够实现指数

吸引性能。 相较于极点配置方法,吸引律方法是非

线性系统方法,旨在改进控制过程的收敛性能;吸引

律的作用可类比于极点配置方法中的期望多项式,
可以取作渐稳、指数稳定或有限时间稳定的非线性

系统。 与吸引律方法相联系的是趋近律方法[28]。
传统滑模控制实现闭环系统有限时间控制性能需要

两步:有限时间趋近及有限时间滑模;趋近律用来确

定滑模控制中的切换变量关于切换面的趋近过程。
吸引律代表了期望误差动态,是对跟踪误差本身趋

于零的吸引过程的规定,控制器设计无需定义切换

函数、切换面,控制过程无趋近过程,不存在滑动模

态。 它之所以能够改进收敛时间以及各性能指标,
实际上是将切换面换成了原点,将关于滑模的不变

性换成了关于原点的不变性。 吸引律方法设计的闭

环系统同样具有关于参数漂移和外部干扰的鲁棒性

能,不同之处在于滑模控制考虑滑动模态的不变性,
而吸引律方法注重稳态过程的不变性。 因而,吸引

律方法可以被看做是一种“全局滑模”方法。
针对不确定系统,基于常规吸引律设计的控制

器存在不确定项,在实际中无法实现,因此需要采用

理想切换动态方法[26]。 为了刻画控制性能,文献[26]
推导出了误差动态的稳态误差带,绝对吸引层和单

调递减域。 进一步地,将干扰差分补偿抑制措施

“嵌入”吸引律,构建理想误差动态,干扰差分有效

地抑制了干扰的影响[29]。 工业应用场合存在大量

执行周期跟踪任务的系统、过程与装备,重复控制是

这类受控对象的一种适用的控制技术[30],同样可实

现关于周期性扰动信号的完全抑制。 文献[28,31]
提供了一种简便的离散滑模重复控制器设计方法。

有限时间控制已经发展成为一种有效的控制策

略,而构造新型吸引律,进一步丰富吸引律形式,并
分析干扰性存在时相应的收敛性能已成为值得研究

的方向。 典型的吸引律形式分切换型和非切换型,
幂次吸引律属非切换型,是一种基本形式。 目前已

发表结果集中于切换型,涉及幂次形式的收敛特性

分析的不多;特别是已发表结果多集中于调节时间

的推导,较少分析幂次取值对收敛过程的影响。
本文研究幂次吸引离散重复控制方法,实现对

周期干扰完全抑制的同时,为了抑制扰动中存在的

非周期成分,借助于扩张状态观测方法[32],设计扰

动观测器,以便补偿干扰非周期性成分,进一步提高

控制性能。 为了刻画闭环系统的吸引过程和稳态性

能,本文给出稳态误差带、绝对吸引层和误差收敛稳

态误差带的最大步数的具体表达式。 特别地,为了

方便实现,对幂次选取进行了讨论。 本文给出幂次吸

引律各性能指标的一般形式求解表达式(未指定幂

次),以方便数值求解;并讨论了具体幂次取值的情

形,给出各个指标的解析表达式。 具体幂次与一般

幂次的结果能够为实现适时的参数整定提供依据。

1　 问题的提出

考虑如下单输入单输出离散时间系统

A(q -1)yk = B(q -1)uk + wk (1)
式中, uk 为控制输入; yk 为系统输出; wk 为干扰信

号; A(q -1) 和 B(q -1) 为延迟算子 q -1 的多项式,
A(q -1) = 1 + a1q -1 + … + anq -n,B(q -1) = b1q -1 +

… + bmq -m, 其中 a1、…、an, b1、…、bm 为系统参数,
且 b1 ≠0,1 ≤ m ≤ n。

给定的参考信号 rk 是周期的,满足 rk = rk-N,N
为该参考信号的周期。 本文讨论适用于系统式(1)
的、实现周期参考信号跟踪的重复控制问题,控制目

标是采用吸引律方法设计控制信号 uk, 使系统

式(1)的实际输出 yk 在有限时间内跟踪上给定的周

期参考信号 rk, 且能够精确刻画吸引过程。 记跟踪

误差 ek = rk - yk,控制目标可以描述为:通过重复控

制使跟踪误差有限时间收敛于原点的尽可能小的邻

域内。
采用吸引律方法设计重复控制器,旨在预先能

够规定闭环系统跟踪误差瞬态稳态性能。 文中提出

了一种离散幂次吸引律,并给出其吸引域 ΔAB。 采

用 3 项性能指标对离散幂次吸引律的吸引过程进行

刻画,包括绝对吸引层 ΔAA、稳态误差带 ΔSS以及跟
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踪误差首次进入稳态误差带的最大收敛步数,具体

定义见文献[27,29]。 进一步地,分析各参数取值

(特别是幂次 α )对给出的吸引指标的影响,为具体

实现时的参数整定提供依据。
为达到上述重复控制目标,文中对原有吸引律

形式进行修改,设计重复控制方案,使得闭环系统中

周期干扰信号能够完全补偿;同时,借助于扩张状态

观测器方法,在控制方案中引入干扰估计补偿,对非

周期干扰信号进行有效抑制。

2　 幂次吸引律方法

按照吸引律方法设计离散重复控制器,需事先

指定离散吸引律的具体形式。 离散吸引律的获得途

径有两种。 一种是直接构造离散吸引律;另一种采

用离散近似方法,先给定连续吸引律,经由离散化,
获得离散吸引律。 本文考虑下述离散幂次吸引律:

ek+1 = (1 - ρ)ek - ε sigα(ek) (2)
其中, 0 < ρ < 2,ε > 0,0 < α < 1,e 表示系统跟踪

误差, sigα(ek) = | ek | αsgn(ek)。 设计重复控制器,
需先计算跟踪误差 ek 的增量。

ek+1 - ek = q(A(q -1) - 1)(yk - yk-N) + rk+1
- rk - qB(q -1)(uk - uk-N) + yk

- yk+1-N - (wk+1 - wk+1-N)
容易推导出:

uk = uk-N + (qB(q -1)) -1(q(A(q -1) - 1)
(yk - yk-N) + rk+1 - yk+1-N

- (1 - ρ)ek + ε sigα(ek) - dk+1)
式中, dk+1 = wk+1 - wk+1-N 为等效干扰。 由于上式中

含 dk+1, 上述 uk 作为控制器是无法实现的。 为此,
修改式(2)为式(3)形式。

ek+1 = (1 - ρ)ek - ε sigα(ek) + vk+1 (3)

式中, vk+1 = d̂k+1 - dk+1 为干扰估计误差, d̂k 为 dk 的

估计。 式(3)表示存在扰动时的理想误差动态方

程。 依据这一修正后的离散吸引律,容易推导出下

述重复控制器形式:
uk = uk-N + (qB(q -1)) -1(q(A(q -1) - 1)

(yk - yk-N) + rk+1 - yk+1-N

- (1 - ρ)ek + ε sigα(ek) - d̂k+1) (4)

采用重复控制器式(4),闭环系统的误差动态

由式(3)所规定。 因此,可以对闭环系统跟踪误差

的吸引性能进行刻画,为实现时的参数整定提供参

考。 从上述重复控制器推导过程可以看出,其并未定

义切换函数,提出的吸引律方法与文献[24,28,31]
中的滑模重复控制设计方法是不同的。 与文

献[26,27]中采用的切换吸引律不同,本文采用了

幂次吸引律,并给出这一基本吸引律的收敛性能。
式(4)中,需设计观测器对等效扰动 dk 进行估

计,并以观测值补偿等效扰动的影响。 借助于扩张

状态观测器方法[32],采用如下形式的观测器:
êk+1 = ek+1-N + q(A(q -1) - 1)(yk - yk-N)

　 　 - qB(q -1)(uk - uk-N) - d̂k+1 - β1􀭴ek

d̂k+1 = d̂k - β2􀭴ek

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)
其中, β1、 β2 为观测器增益系数, êk 为 ek 的估计, 􀭴ek
= ek - êk。 在 k 时刻, 􀭴ek 是可得到的,因为 yk 可量测

到, ek 可在当前 k 时刻计算得到。 此观测器的设计

可用于抑制重复控制器的非周期扰动。

3　 吸引域

连续幂次吸引律中的 ρ 只要大于 0 即可,即全

局吸引,且 ρ 的取值越大,收敛速度越快。 然而,对
于离散吸引律,却存在一个吸引域,其边界记为 ΔAB

时,当跟踪误差满足 | ek | > ΔAB 时,该闭环系统的误

差动态是吸引的。 实际上,由压缩条件可知,离散吸

引律式(2)与修正后的离散幂次吸引律式(3)的吸

引条件是相同的。
定理 1　 对于系统式(1)采用控制律式(4),其

误差动态方程可由式(3)描述,则吸引域边界为

ΔAB = ε
2 - ρ( )

1
1-α

(6)

即,当 | ek | > ΔAB, 该闭环系统的误差动态是吸引

的。
证明　 式(3)可写成

ek+1 = (1 - ρ - ε | ek | α-1)ek + vk+1 (7)
判断该闭环系统的吸引性只需考查下述压缩条件

| 1 - ρ - ε | ek | α-1 | < 1
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上述不等式可写成

0 < ρ + ε | ek | α-1 < 2
求解该不等式,可得

| ek | > ε
2 - ρ( )

1
1-α

由式(6)给出的吸引域得证。
下面考虑不同幂次对吸引域的影响。 当 ε > 2 - ρ

时,吸引域随 α 单调递增;反之,吸引域随 α 单调

递减。若不加入线性项,易得吸引域为 | ek | >

(ε / 2)
1

1-α。 显然 (ε / 2)
1

1-α < (ε / (2 - ρ))
1

1-α, 线性项

的加入使得吸引域变小了。 为考虑线性项的影响,
记为

η(ε) = ε
2 - ρ( )

1
1-α

- ε
2( )

1
1-α

对 η(ε) 关于 ε 求导,可得:
dη
dε = 1

1 - αε
α

1-α 1
2 - ρ( )

1
1-α

- 1
2( )

1
1-α[ ]

由上式知, dη / dε > 0, 特别地, η 随 ε 减小而减小,
且 lim

ε→0
η(ε) = 0, 此时线性项存在与否对吸引域变

化的影响也逐渐减小。 这样,本文给出了 2 个结论:
(1)当 ρ > 0 时,连续吸引律总是吸引的, ρ 越大,收
敛越快;对于离散吸引律,只有 0 < ρ < 2 时才是吸

引的。 (2)加入线性项使吸引域变小,通过适当调

小 ε 可减小线性项对吸引域变化的影响。

4　 离散吸引过程收敛性分析

下面分析并比较离散吸引律式(3)的各项指

标,这里,假设式(3)中的修正项满足 | vk+1 | ≤Δ。
定理 2　 当 0 < ρ < 2 时,该闭环系统的误差动

态是绝对吸引的,其吸引层边界为 ΔAA,且跟踪误差

ek 最终会收敛到稳态误差带 ΔSS内,其中,
(1) 绝对吸引层 ΔAA

ΔAA = max{ΔAA1, ΔAA2} (8)
其中,ΔAA1、ΔAA2满足

ρΔAA1 + εΔα
AA1 - Δ =0

(2 - ρ)ΔAA2 - εΔα
AA2 - Δ =0{

(2) 稳态误差带 ΔSS

ΔSS =
max{ΔSS1,ΔSS2,ΔSS3}　 0 < ρ < 1

max{ΔSS4,ΔSS5}　 　 　 1≤ρ < 2{ (9)

其中,ΔSS1 - ΔSS5满足

ρΔSS1 + εΔα
SS1 - Δ =0

(2 - ρ)ΔSS2 - εΔα
SS2 - Δ =0

ΔSS3 = 1
α - 1( ) (1 - ρ) α

αε[ ]
1

α - 1
+ Δ

ΔSS4 = Δ

(2 - ρ)ΔSS5 - εΔα
SS5 - Δ =0

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

证明　 依据绝对吸引层的定义可知

- ek < (1 - ρ)ek - εeαk + vk+1 < ek
ek < (1 - ρ)ek + ε( - ek) α + vk+1 < - ek

{
当 ek > 0 时,考虑到 | vk+1 | ≤Δ,上述不等式可

以进一步写为

ρek + εeαk - Δ > 0

(2 - ρ)ek - εeαk - Δ > 0
{ (10)

此时, ek < ΔAA。 在绝对吸引层的边界处,取
式(10)中 ek = ΔAA,可得式(8)。

当 ek ≤0 时,同理可得:

- ρek + ε( - ek) α - Δ > 0

- (2 - ρ)ek - ε( - ek) α - Δ > 0
{ (11)

此时, - ek < ΔAA。 在绝对吸引层的边界处,取
式 (11)中 ek = - ΔAA,可得式(8)。

若 ek > 0, 则 ek+1 = (1 - ρ)ek - εeαk + vk+1。 记

φ(ek) = (1 - ρ)ek - εeαk ,则容易求得其导数 φ′(ek)

= (1 - ρ) - αεeα-1k 。

若 0 < ρ < 1, 当 ek = ((1 - ρ) / (αε))
1

α-1 时,

φ(ek) 取 得 极 小 值 φmin = (1 - 1
α )((1 -

ρ) α / αε)
1

α-1, 分以下两种情况讨论 ΔSS取值情况。

(1) 当 0 ≤ ek ≤ ((1 - ρ) / (αε))
1

α-1 时,因

φ(ek) 在[0,ΔSS]单调递减,可得

(1 - ρ) ΔSS - εΔα
SS - Δ≤ ek+1 ≤Δ

为满足 | ek+1 | ≤ΔSS,上式还可写为

ΔSS≥Δ

(2 - ρ)ΔSS - εΔα
SS - Δ≥0{

(2)当 0 ≤ ((1 - ρ) / (αε))
1

α-1 ≤ ek ≤ΔSS时,

ek+1 的最小值在 ek = ((1 - ρ) / (αε))
1

α-1 和 vk+1 = -Δ
时取得,而在 ek = ΔSS和 vk+1 = Δ 时取得最大值,即
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φmin - Δ ≤ ek+1 ≤ (1 - ρ) ΔSS - εΔα
SS + Δ

因 | ek+1 | ≤ ΔSS, 上式还可表示为

ρΔSS + εΔα
SS - Δ≥0

φmin - Δ≥ - ΔSS
{
综合上述两种情况,可得:
ρΔSS + εΔα

SS - Δ≥0

ΔSS≥
1
α - 1( ) (1 - ρ) α

αε[ ]
1

α-1
+ Δ

(2 - ρ)ΔSS - εΔα
SS - Δ≥0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(12)

当 1≤ ρ < 2 时,有 φ′(ek) < 0,故 φ(ek) 在[0,

ΔSS]单调递减,与 0 ≤ ek ≤((1 - ρ) / (αε))
1

α-1 时的

情况相同,故

ΔSS≥Δ

(2 - ρ)ΔSS - εΔα
SS - Δ≥0{ (13)

此时,跟踪误差满足 ek < ΔSS。
综上,在稳态误差带的边界处,即可得式(9)。

当 ek < 0 时,可得相同边界表达式。

本文依据定理 2,针对不同幂次 α = 1 / 2、 1
3 、 1

4

分别给出了 ΔAA和 ΔSS 的具体表达式,详细过程如

下。

(1)当 α = 1 / 2 时,记 x = Δ
1
2
AA,由定理 2 知:

ρx2 + εx - Δ = 0

(2 - ρ)x2 - εx - Δ = 0{
求解上式,可得到绝对吸引层边界 ΔAA的表达

式

ΔAA =

- ε + ε2 + 4ρΔ
2ρ( )

2

　 　 　 ε ≤ Δ(1 - ρ)

ε + ε2 + 4Δ(2 - ρ)
2(2 - ρ)( )

2

　 ε > Δ(1 - ρ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(14)

若记 x = Δ
1
2
SS,由定理 2 知:

当 0 < ρ < 1 时,
ρx2 + εx - Δ = 0

x2 = ε2

4(1 - ρ) + Δ

(2 - ρ)x2 - εx - Δ = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

求解上述方程组可得

ΔSS =

ε + ε2 + 4Δ(2 - ρ)
2(2 - ρ)( )

2

　 ε > 2(1 - ρ) Δ
ρ

ε2

4(1 - ρ) + Δ　 　 c0 < ε ≤ 2(1 - ρ) Δ
ρ

- ε + ε2 + 4ρΔ
2ρ( )

2

　 　 　 　 　 0 < ε ≤ c0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(15)

其中, c0 = 2(1 - ρ) (2 2 - ρ - 2)Δ
4(1 - ρ) - ρ2 ;

当 1 ≤ ρ < 2 时,

x2 = Δ

(2 - ρ)x2 - εx - Δ = 0{
求解上述方程组可得

ΔSS =
Δ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Δ + ε + ρ < 2

ε + ε2 + 4Δ(2 - ρ)
2(2 - ρ)( )

2

　 Δ + ε + ρ ≥2

ì

î

í

ïï

ïï

(16)

(2)当 α = 1 / 3 时,记 x = Δ
1
3
AA,由定理 2 知:

ρx3 + εx - Δ = 0

(2 - ρ)x3 - εx - Δ = 0{
求解上述关于 x 的方程组,可得

ΔAA = max
3 c1 + 3 c2

3
18ρ2

;
3 c3 + 3 c4

3
18(2 - ρ) 2{ } (17)

其中, c1,2 = 9ρΔ ± 81ρ2 Δ2 + 12ρε3; c3,4 = 9(2 -

ρ)Δ ± 81(2 - ρ) 2 Δ2 - 12(2 - ρ)ε3。

若记 x = Δ
1
3
SS,由定理 2 知:

当 0 < ρ < 1 时,
ρx3 + εx - Δ = 0

x3 = 2
3

ε3

3(1 - ρ) + Δ

(2 - ρ)x3 - εx - Δ = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

求解上述方程组可得

ΔSS =

ΔAA　 　 　 　 　 　 0 <ΔAA < c5 或 ΔAA≥δSS1

2
3

ε3

3(1 - ρ) + Δ　 　 c5 ≤ΔAA < δSS1

ì

î

í

ïï

ïï

(18)

其中, c5 = (ε3 / (27(1 - ρ) 3))
1
2 ,δSS1 为 (1 - ρ)δSS1
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- εδ
1
3
SS1 -

2
3 (ε3 / (3(1 - ρ)))

1
2 = 0 的正实根,ΔAA在

式(17)中给出。
当 1 ≤ ρ < 2 时,同理可得:

ΔSS = max Δ;
3 c3 + 3 c4

3
18(2 - ρ) 2{ } (19)

(3)当 α = 1 / 4 时,记 x = Δ
1
4
AA,由定理 2 知:

ρx4 + εx - Δ = 0

(2 - ρ)x4 - εx - Δ = 0{
求解上述关于 x 的方程组,可得

ΔAA = max -
c6
2 + 1

2 - c6 + 2ε
ρ c6

( )
4

{
c7
2 + 1

2 - c7 + 2ε
(2 - ρ) c7

( )
4

}
(20)

其中, c6 = ( - 4 32Δ) / c8 + c8 / (3
32ρ), c7 =

c9 / (3
32(2 - ρ)) + ( - 4 32Δ) / c9, c8 = (27ρε2 +

6912ρ3 Δ3 + 729ρ2ε4)
1
3 , c9 = (27(2 - ρ)ε2 +

6912(2 - ρ) 3 Δ3 + 729(2 - ρ) 2ε4)
1
3 。

若记 x = Δ
1
4
SS,由定理 2 知:

当 0 < ρ < 1 时,
ρx4 + εx - Δ = 0

x4 =
3

27ε4

256(1 - ρ) + Δ

(2 - ρ)x4 - εx - Δ = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

求解上述方程组可得:

ΔSS =
ΔAA 　 　 0 < ΔAA < c10 或 ΔAA≥δSS2

3
27 ε4

256(1 - ρ) + Δ　 c10 ≤ΔAA < δSS2

ì

î

í

ï
ï

ïï

(21)

其中, c10 = ((4 - 4ρ) / ε) - 4
3 , δSS2 为 (1 - ρ)δSS2

- εδ
1
4
SS2 - 3(ε4 / (256(1 - ρ)))

1
3 = 0 的正实根,ΔAA

在式(20)中给出。
当 1 ≤ ρ < 2 时,同理可得:

ΔSS = max Δ; c7
2 + 1

2 - c7 + 2ε
(2 - ρ) c7

( )
4

{ }
(22)

在控制器作用下,跟踪误差有限步内可收敛于

稳态误差带内,而首次进入稳态误差带所需的最大

收敛步数可用于刻画吸引律式(3)的收敛速度。
定理 3　 该闭环系统的跟踪误差首次进入稳态

误差带所需的最大步数为 max{「k∗⌉, 0}, 其中,
「g⌉为向上取整算子。

k∗ = log | 1-ρ|
ρΔSS - ε | e0 | α - Δ
ρ | e0 | - ε | e0 | α - Δ( ) (23)

证明　 当 ek > 0 时,由式(3)可得:

e1 = (1 - ρ)e0 - εeα0 + v1
e2 = (1 - ρ)2e0 - (1 - ρ)(εeα0 - v1) - (εeα1 - v2)

　 　 　 ︙

ek = (1 - ρ) ke0 - ∑
k-1

i = 0
(1 - ρ) k-i-1(εeαi - vi +1)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

由于 | vk+1 | ≤Δ,且 | ek | ≤ΔSS,可得:

ΔSS≥ | 1 - ρ | ke0 + ∑
k-1

i = 0
| 1 - ρ | k-i-1(εeα0 + Δ)

= | 1 - ρ | ke0 + (εeα0 + Δ) 1 -| 1 - ρ | k

ρ
求解上式可得式(23)。 当 ek < 0 时,容易推得

相同结论。 特别地,当 e0 ≤ΔSS时,其收敛步数为 0。

5　 数值仿真与比较

在参数 ρ、ε 给定时,以 α = 1 / 4 和 α = 1 / 2 为

例,本文讨论 α 对稳态误差带 ΔSS的影响。 根据式(15)
与式(21),存在多种情况确定,为了讨论简便,考虑

ΔSS均由 ρΔSS + εΔα
SS - Δ =0 确定的情形。

记 α = 1 / 4 时的稳态误差带为 ΔSSI, α = 1 / 2 时

的稳态误差带为 ΔSSII,则

ρΔSSI + εΔ
1
4
SSI - Δ =0

ρΔSSII + εΔ
1
2
SSII - Δ =0

{
将上面两式相减,可得:

ρ(ΔSSI - ΔSSII) + ε Δ
1
4
SSI - Δ

1
2
SSII

( ) = 0 (24)
上式成立,蕴含

(ΔSSI - ΔSSII) Δ
1
4
SSI - Δ

1
2
SSII

( )≤0 (25)
上式中,当等号成立时,ΔSSI = ΔSSII = 1;当不等号成

立,ΔSSI≠ΔSSII,下面分以下 5 种情况讨论。
(1)当 ΔSSI < 1, ΔSSII > 1 或 ΔSSI > 1, ΔSSII < 1
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时,(ΔSSI - ΔSSII) Δ
1
4
SSI-x

1
2
2

( ) > 0,与式(25)矛盾,故该

情况不会出现。

(2)当 ΔSSI < ΔSSII < 1 时,为满足式(25),需 Δ
1
4
SSI

- Δ
1
2
SSII > 0,易得 Δ

1
2
SSII - Δ

1
4
SSII < 0,显然该情况成立。

(3)当 ΔSSII < ΔSSI < 1 时,为满足式(25),需 Δ
1
4
SSI

- Δ
1
2
SSII < 0,易得 Δ

1
2
SSII - Δ

1
4
SSII > 0,可得到 ΔSSII > 1 与

假设矛盾,故该情况不会出现。

(4)当 1 < ΔSSII < ΔSSI时,为满足式(25),需 Δ
1
4
SSI

< Δ
1
2
SSII,显然该情况存在。

(5)当 1 < ΔSSI < ΔSSII时,为满足式(25),需 Δ
1
4
SSI

> Δ
1
2
SSII,解得 ΔSSI > ΔSSII,与假设矛盾,故此情况不会

出现。
综上,由情况(1)可知,当 ΔSSI与 ΔSSII均由 ρΔSS

+ εΔα
SS - Δ = 0 确定时,它们出现在以 ΔSS = 1 为分

界值的同侧,即(ΔSSI - 1) (1 - ΔSSII) > 0。 由情况

(2)和(3)可知,若 0 < ΔSS < 1 时,即在 Δ < ρ + ε 条

件下, α = 1 / 4 具有较小的稳态误差界,由情况(4)
和(5) 可知,当 ΔSS > 1 时,有 Δ > ρ + ε, 此时 α =
1 / 2 具有较小的稳态误差界。 当稳态误差带均由

ρΔSS + εΔα
SS - Δ = 0 确定时,在相同参数下,幂次选

取 α = 1 / 2 与 α = 1 / 4, 依据式(15)和(21)计算所

得的稳态误差带结果如表 1 所示。
为了仿真验证幂次吸引律式(3)各项性能指标

的表达式,包括吸引域、最大收敛步数、绝对吸引层

以及稳态误差带,分别选取 α = 1 / 2 与 α = 1 / 4、 采

样时间 Ts = 0. 01 s,置初始误差 e0 = 0. 5 mm, vk =
0. 1 ×| mod(k,10) - 5 | , 则 | vk | ≤ 0. 1, 即 Δ =
0. 1。

(1)当 α = 1 / 2 时,考虑以下两种情况。

情况 1 当 0 < ε ≤ c0,ε > 2(1 - ρ)(Δ / ρ)
1
2

时,ΔSS = ΔAA。 参数选取 ρ = 0. 5, ε = 0. 4 由

式(6)、(14)、(15)与(23)计算可得 ΔAB = 0. 0711,

ΔSS = ΔAA = 0. 18, 「k∗⌉ = 1。 由图 1 可看出,实际收

敛步数 kt = 1。

情况 2　 当 c0 < ε≤2(1 - ρ)(Δ / ρ)
1
2 时,ΔSS >

ΔAA。 参数选取 ρ = 0. 6,ε = 0. 25 由式(6)、(14)、

(15)与(23)计算可得 ΔAB = 0. 0494,ΔAA = 0. 3144,

ΔSS = 0. 3391, 「k∗⌉ = 3。 由图 2 可看出,实际收敛

步数 kt = 3。

表 1　 由 ρΔSS + εΔα
SS - Δ =0 确定 ΔSS

ε ρ Δ ΔSSI ΔSSII

0. 1 0. 3

0. 2 0. 4013 0. 4444
0. 3 0. 6956 0. 7176
0. 4 1 1
0. 7 1. 9399 1. 8766
0. 9 2. 5776 2. 4755

0. 2 0. 3

0. 3 0. 4531 0. 5195
0. 4 0. 7193 0. 7543
0. 5 1 1
0. 7 1. 5852 1. 5132
1. 0 2. 4954 2. 3182

0. 1 0. 7

0. 3 0. 3210 0. 3446
0. 5 0. 5891 0. 6033
0. 8 1 1
1. 0 1. 2767 1. 2677
2. 0 2. 6744 2. 6257

图 1　 当 α =1 / 2,0 < ε≤c0,ε >2(1 - ρ)(Δ/ ρ)
1
2 时的 ek

图 2　 当 α =1 / 2,c0 < ε≤2(1 - ρ)(Δ/ ρ)
1
2 时的 ek

(2)当 α = 1 / 4 时,考虑以下两种情况。
情况 3 当 0 < ΔAA < c10, ΔAA ≥δSS2 时,ΔSS =

ΔAA。 参数选取 ρ = 0. 72,ε = 0. 15, 由式 (6)、
(20)、(21)与(23)计算可得 ΔAB = 0. 0573,ΔSS =

ΔAA = 0. 1576, 「k∗⌉ = 1。 由图 3 可看出,实际收敛
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步数 kt = 1。
情况 4 当 c10 ≤ΔAA < δSS2时,ΔSS > ΔAA。 参数

选取 ρ = 0. 2,ε = 0. 2, 由式(6)、(20)、(21) 与

(23)计算可得 ΔAB = 0. 0534,ΔAA = 0. 1211,ΔSS =

0. 1595, 「k∗⌉ = 4。 由图 4 可看出,实际收敛步数 kt

= 3。

图 3　 当 α =1 / 4,0 < ΔAA < c10,ΔAA≥δSS2时的 ek

图 4　 当 α =1 / 4,c10≤ΔAA < δSS2时的 ek

6　 实验结果

直线电机实验装置见图 5,实验装置主要由 EL-
MO 伺服驱动器、TMS320-F2812DSP 开发板和永磁

同步直线电机组成。 其中,ELMO 交流伺服驱动器

以及 DSP2812 开发板作为控制器用,采用三环控

制,电流环与速度环控制器由 ELMO 驱动器提供,
位置环由 DSP 开发板提供。 上位机用于过程监控

和数据存储。 位置环由 DSP 开发板提供。 上位机

用于过程监控和数据存储。 通过系统辨识的最小二

乘算法获得伺服对象的数学模型,系统参数 a1 =
- 1. 9962、 a2 = 0. 9962、 b1 = - 2. 6757、 b2 =
2. 6662。

将系统参数代入控制器式(4)可得到离散时间

系统的重复控制器,令 N = 1 得到相应的反馈控制

器。 实验中分别采用重复控制器和反馈控制器,使
直线电机执行位置跟踪任务。 实验目的是验证重复

控制器对周期扰动的完全抑制,并结合观测器对非

周期扰动的有效抑制。

图 5　 直线电机实验装置

实验中,直线电机精度为 0. 5 μm,采样时间为

Ts = 5 ms,采样周期点数 N = 800, 给定周期参考信

号为 r( t) = (10sin(2πt) + 10)mm。

实验 1　 采用反馈控制器,扰动补偿为 d̂k+1 =
dk, 设置参数 α = 1 / 2, ρ = 0. 7,ε = 0. 3, 实验结果

如图 6 所示,稳态误差收敛至[ - 6, 6] μm。 而从误

差分布图可知, | ek | ≤2 μm 的占比为 72% 。

实验 2　 采用重复控制器,扰动补偿为 d̂k+1 =
dk, 设置相同的控制器参数,实验结果如图 7 所示,
稳态误差收敛至[ - 5, 5] μm。 而从误差分布图可

知, | ek | ≤2 μm 的占比为 76% 。
实验 3　 采用重复控制器,扰动补偿采用观测

器式(5)补偿,设置相同的控制器参数,观测器参数

设置为 β1 = 0. 5、 β2 = 2, 实验结果如图 8 所示,稳
态误差收敛至[ - 3. 5, 3. 5] μm。 而从误差分布图

可知, | ek | ≤2 μm 的占比为 81% 。

图 6　 采用反馈控制器的跟踪误差
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从实验结果可以看出:对于周期参考信号,重复

控制器可实现周期扰动完全抑制,提高了稳态精度

(见图 6、7)。 进一步由图 7、8 可知,在采用观测器

补偿后的重复控制器作用下,能有效减小第一周期

系统误差,同时其扰动补偿措施能有效抑制非周期

扰动,进而改善跟踪性能。

图 7　 采用重复控制器的跟踪误差

图 8　 采用观测器补偿后重复控制器的跟踪误差

7　 结 论

本文提出采用等效扰动补偿的幂次吸引离散重

复控制方法,用于解决不确定离散时间系统的周期

轨迹跟踪问题。 该方法通过观测器估计等效扰动扩

张后的新状态达到补偿作用,并将此方法“嵌入”幂
次吸引律中构建理想误差动态,依次设计具有周期

扰动抑制能力的离散时间重复控制器。 文中针对不

同幂次,给出了可用于控制器参数整定和表征系统

跟踪误差收敛过程的性能指标,包括绝对吸引层、稳
态误差带的具体表达式以及系统跟踪误差进入稳态

误差带的最大步数。 通过数值仿真与直线电机的实

验,验证了所提控制方法的有效性。
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Discrete-time repetitive control system design:
a power-rate-law approach

SUN Mingxuan, WANG Han, ZOU Shengxiang
(College of Information Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310023)

Abstract
This paper addresses the problem of periodic reference tracking for discrete-time systems, for which the control

design ensures power-rate tracking performance. A power-rate-law based discrete repetitive controller is designed to
achieve the perfect rejection of periodic disturbances, while the disturbance observation technique is adopted for ef-
fectively compensating aperiodic ones. In order to characterize the performance of the closed-loop system undertak-
en, for the discrete-time counterpart, the attractive basin, absolute attraction layer, steady-state error band and the
maximum number of convergence are derived respectively. The presented results of comparing the steady-state error
bands with different power-rates are shown to be helpful for the parameter selection. Numerical simulation and ex-
perimental results are presented to demonstrate effectiveness of the proposed control scheme.

Key words:attracting law, power-rate laws, convergence, repetitive control, disturbance compensation, dis-
crete-time system
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