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二维颗粒结构中非线性波的传播和脉冲衰减①

王超科②　 周振江　 程相乐　 D. Michael McFarland　 卢奂采③

(浙江工业大学特种装备制造与先进加工技术教育部重点实验室　 杭州 310014)

摘　 要　 有序颗粒介质在冲击振动缓解、能量捕获和吸收等领域具有重要的研究价值。
本文运用赫兹接触理论建立二维颗粒链数学模型,在冲击激励作用下,研究二维颗粒系统

中脉冲波的传播特性、能量传递规律和传递力的降低机理。 二维均匀颗粒系统嵌入了耦

合颗粒以传递动能,初始脉冲激励在 2 列颗粒链间发生能量交换和脉冲等分现象,脉冲波

在激励施加点附近发生强能量散射,激发出混合型的非线性波,即纵向传播的近零频率孤

立波与横向高频剪切波。 与一维均匀颗粒链相比,二维颗粒系统的末端传递力峰值得到

了大幅度降低。 通过改变颗粒间的质量比,在二维均匀颗粒链中引入轻珠链构成非均匀

结构,沿纵向传播的孤立波在轻-重颗粒交界面发生反射,能量被局部约束在轻珠链中,使
得一系列低幅值脉冲波按照不同的波速,延时释放到颗粒链末端,导致末端传递力峰值的

进一步降低。
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0　 引 言

有序颗粒介质对冲击能量捕获和吸收[1-3] 和冲

击振动抑制[4-5]等,具有潜在的和重要的研究价值。
Nesterenko[6]在 1983 年发现了脉冲在一维均匀颗粒

链中以一种特殊的孤立波形式传播,即 Nesterenko
孤立波,可以在较长距离内稳定地传播,并且集中了

脉冲激励的大部分能量[7-12]。 Nesterenko[13] 及此后

的研究人员[14-15] 还发现了如声真空和呼吸子等强

非线性动力学现象。
通过改变颗粒的大小、质量和材质等,以形成复

合颗粒链[16-20] 是进一步研究颗粒链中的波传播特

性最常用的方法。 仿真和实验研究发现,由轻、重 2
种颗粒构成的二段式一维复合颗粒链,当孤立波从

轻颗粒子链传播到重颗粒子链,通过轻-重颗粒交界

面时,大部分能量会在界面处被反射回来,反射波在

轻颗粒子链形成一组幅值较小的子波,而透射波在

重颗粒子链以小幅值孤立波的形式传播。 反之,孤
立波从重颗粒子链传播到轻颗粒子链,通过重-轻颗

粒交界面时,大部分能量会在界面处被透射。 Hong[21]

研究了脉冲在由大小相同,质量和材料不同的 3 种

球形颗粒子链构成无预压缩的一维非均匀颗粒链中

的传播,发现部分脉冲会被短时约束在轻珠子链中,
称之为颗粒容器,并通过时间滞后的方式释放,使得

高幅值孤立波被分散为许多低幅值孤立波,从而降

低了冲击力。
众多学者对二维耦合颗粒链进行了研究,发现

脉冲波在二维耦合均匀颗粒链中传播时,会出现脉

冲等分[22-24]、定向能量转移[25]等现象。 另外,Zhang
等人[24]在 2015 年对二维耦合颗粒结构作了系统的

研究,研究了由 2 列相同的、交错耦合的一维均匀颗
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粒链构成的二维耦合颗粒链模型,实验验证了新型

混合孤立波-剪切波的存在,并阐明了颗粒链间的能

量相互交换是由混合波引起的、并最终会达到能量

均分的物理现象。 而在他们的研究中,并未对二维

耦合颗粒链在冲击能量的吸收和降低传递力方面作

具体的考察。
通过二维非均匀颗粒链对脉冲能量的局部约束

和延时传递来降低传递力,是颗粒介质动力学研究

的重要题目。 本文提出了由材质相同、半径不同的

3 种不同质量的球形颗粒,即重珠、轻珠和耦合珠,
有序排列为 2 个不同的二维耦合颗粒链系统、二维

均匀颗粒链系统和二维非均匀颗粒链系统,运用分

子动力学方法仿真,比较研究了这 2 种颗粒链系统

中的脉冲波传播特性、能量传递现象以及上述机理

对颗粒链末端传递力的影响。

1　 数学模型

在图 1 所示的二维均匀颗粒链系统中,颗粒间

在纵向和横向均无预紧力作用,其中,上、下 2 列颗

粒链均由 N 颗直径为 R1 的重珠紧密排列组成。 由

初始速度为 V0 冲击激励的颗粒链为激励链,另一条

链则为吸收链。 激励链与吸收链之间通过嵌入

(N - 1) 颗直径为 R2 的耦合珠提供耦合性,耦合珠

与相邻重珠满足相切的几何关系。 系统的上侧、下
侧和右侧为刚性壁边界条件。

图 1　 二维均匀颗粒链系统

　 　 颗粒之间的接触类型和颗粒与边界之间的接触

类型,主要为点与点接触和点与面接触,相邻颗粒间

的接触力可以用赫兹接触定律[26-27] 来描述,表达式

为

F = kδ3 / 2+ (1)
其中, k 是赫兹接触系数, δ 是 2 个颗粒之间的变形

量。 不同几何形状的颗粒间的接触定律和参数详情

见文献[26,27]。
当 2 个球形颗粒接触时,式(1)中的接触系数为

　 ks = 4
3

Es1Es2

Es1(1 - v2s2) + Es2(1 - v2s1)
Rs1Rs2

Rs1 + Rs2
( )

1 / 2

(2)
其中, Rs1、Es1、vs1 和 Rs2、Es2、vs2 分别为 2 个颗粒的

半径、弹性模量、泊松比。 当颗粒与刚性壁接触时,

假设颗粒的半径为 Rs1, 刚性壁的曲率半径为 Rs2 且

Rs2 → ∞, 式(1)中的接触系数为

kw = 4
3

Es1Es2

Es1(1 - v2s2) + Es2(1 - v2s1)
(Rs1) 1 / 2

(3)
通过赫兹接触定律和牛顿第二定律,能推导得

到 2 列链中颗粒的运动方程,激励链中第 i 颗颗粒

的运动方程[28],由式(4)控制。 其中, m1
i 为颗粒的

质量,因激励链全由重珠组成,因此满足 m1
i =

4πρR3
1 / 3。 此处, ρ 为颗粒的材料密度; x1

i 为颗粒的

纵向位移分量; y1
i 为颗粒的横向位移分量; j = 1、2、

3 分别表示激励链、吸收链和耦合链; i 表示颗粒的

序号。
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i ẍ1

i = α
2R1 + x1

i - x1
i -1

(2R1 + x1
i - x1

i -1) 2 + (y1
i - y1

i -1) 2
(2R1 - (2R1 + x1

i - x1
i -1) 2 + (y1

i - y1
i -1) 2 ) 3 / 2

+{

-
2R1 + x1

i +1 - x1
i

(2R1 + x1
i +1 - x1

i ) 2 + (y1
i - y1

i +1) 2
(2R1 - (2R1 + x1

i +1 - x1
i ) 2 + (y1

i - y1
i +1) 2 ) 3 / 2

+

+
x1
i - x2

i

(x1
i - x2

i ) 2 + (2R1 + y2
i - y1

i ) 2
(2R1 - (x1

i - x2
i ) 2 + (2R1 + y2

i - y1
i ) 2 ) 3 / 2

+ }
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+ η
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式(4)中, α 为重珠和重珠之间的接触系数, η 为重

珠和耦合珠之间的接触系数,均由式(2)可得。 由

于边界条件不同,激励链首尾颗粒的运动控制方程,
不同于式(4)。 激励链首尾颗粒、吸收链和耦合链

中颗粒的运动控制方程,不在此赘述,详见附录 A。
通过四阶龙格-库塔法,求解颗粒的控制方程,

得到每个颗粒的位移和速度时间序列。 求解过程中

引入以下无量纲计算:
x1
i → x1

i / R1, y1
i → y1

i / R1,

x2
i → x2

i / R1, y2
i → y2

i / R1,

x3
i → x3

i / R1, y3
i → y3

i / R1,

τ = ζt, V-0 = V0 / ( ζR1)

(5)

其中, ζ 是时间 t 和初始速度激励 V0 的无量纲化比

例因子, ζ = E / (2 2πρR2
1(1 - v21))。

2　 仿真计算和分析

2. 1　 二维均匀颗粒链系统

在如图 1 所示的二维均匀颗粒链系统中,设定

激励链和吸收链均由 N = 20 颗重珠组成,所有颗粒

的材料参数相同,即弹性模量 E = 193 MPa,密度 ρ
= 7930 kg / m3,泊松比 v = 0. 3。 重珠的半径为 R1 =

12. 5 mm,耦合珠的半径为 R2 = ( 2 - 1)R1 ≈

5. 18 mm。激励的无量纲初始速度为 V-0 = 1 × 10 -4。
　 　 图2中给出了激励链和吸收链中颗粒的水平方

(a) 水平速度分量

(b) 垂直速度分量

图 2　 激励链与吸收链中颗粒的速度时间序列
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向和垂直方向速度分量的时间序列响应,不同颜色

的曲线代表激励链和吸收链中不同颗粒的速度曲

线。 从图中可以看出,有 2 种不同类型波的传播,分
别沿水平方向和垂直方向传播。

如图 2(a)所示,激励链和吸收链中颗粒的水平

速度分量均形成了孤立脉冲波(solitary pulse waves,
简称 P 波)。 这 2 个孤立波都类似于在一维均匀颗

粒链中产生的 Nesterenko 孤立波,是由颗粒链水平

方向的动能传递形成的。 由图 2(b)所示,由于耦合

珠将激励链和吸收链耦合起来,2 珠链之间存在着

剧烈的能量交换。 两个孤立波在前 12 颗重珠中传

播时的幅值发生着变化,激励链中的孤立波幅值逐

渐减小,吸收链中的孤立波幅值逐渐增大,到达约为

第 13 颗重珠(图中线宽较粗的曲线)时发生脉冲等

分[22-24],即激励链和吸收链中传播的孤立波的幅值

趋于相同。
垂直速度分量波形如图 2( b)所示,为剪切波

(shear waves,简称 S 波)。 颗粒的横向高频率振荡

(与x轴传播的P波的近零频率形成对比)是由其

(a) 水平速度分量

(b) 垂直速度分量

图 3　 激励链与吸收链中颗粒的速度时空图

与固定刚性边界之间的赫兹接触相互作用产生的,
导致颗粒的运动形成强烈的非线性剪切型波。 图 3
给出了激励链和吸收链中颗粒的水平和垂直速度分

量在空间和时间上的变化,从中能更好地看到非线

性剪切波的形成。 如图 3 所示,这些非线性剪切波

是近场运动,即它们在空间上靠近激励施加点的地

方,并在最初的瞬变过程中形成,同时 P 波在 2 条链

中传播[29-30]。 因此,非线性剪切波是由颗粒的水平

和垂直运动的非线性耦合在运动的初始高能阶段

(即非线性效应更明显时)产生的,并且不能传递到

系统的远场。
图 4 给出了激励链和吸收链中颗粒的动能随时

间和空间的变化,从中能更清楚地观察到能量交换

和脉冲等分现象。 从图中可看出,在激励施加之后,
由于耦合珠的存在,图 4(a)激励链中颗粒的动能逐

渐减小,图 4(b)吸收链中颗粒的动能逐渐增大,最
终 2 链中颗粒的能量大小近似相同,即能量从激励

链转移到吸收链,最终导致 2 条链之间的能量均衡

分配。

图 4　 激励链与吸收链中颗粒的动能时空图

在二维均匀颗粒链系统中,脉冲能量在初始瞬

变后发生等分,将在整个孤立波传播过程中保持不

变,使得每条颗粒链独立产生等幅值的孤立波传播

现象。 在施加冲击之后存在一个初始阶段,即脉冲

能量从初始瞬变到等分这一阶段,在此期间产生混

合型波的传播,从而在 2 条链之间产生剧烈的能量

交换,随后脉冲在 2 条链中各自沿 x 方向等幅值传

播,并且未衰减地传播到远场。
综上所述,由于二维均匀颗粒链系统的几何结
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构,在激励施加点附近,接近零频率的纵向传播的 P
波和横向高频震荡的 S 波相互耦合共同形成一种混

合波传播模式[24]。 P 波构成了颗粒链系统沿水平

方向的动量与能量传递的主要机制(类似于一维均

匀颗粒链中的 Nesterenko 孤立波),但是在垂直方向

上,S 波提供了脉冲能量的部分高频散射的机制。
因此,这些剪切波在减少最终传递到颗粒链系统远

场的脉冲能量中起着重要作用。
传递到二维均匀颗粒链系统中激励链末端的脉

冲能量衰减的主要原因包括:(1)由于耦合珠的存

在,激励链和吸收链之间会发生能量交换,能量从激

励链转移到吸收链;(2)一部分脉冲能量会通过颗

粒横向高频振荡被约束在激励施加点附近。 因此,
与一维均匀颗粒链系统[6] 相比,二维均匀颗粒链系

统中激励链末端的传递力峰值降低到约 100 N,如
图 5 所示。

图 5　 一维均匀颗粒链系统和二维均匀颗粒链系统中

激励链末端传递力

2. 2　 二维非均匀颗粒链系统

在引言中提到,通过改变颗粒的大小、质量和材

质,以形成复合颗粒链[16-20] 系统,改变一维颗粒链

中的波传播特性,以减弱颗粒链末端传递力峰

值[21]。 因此,本文引入轻珠子链构成二维非均匀颗

粒链系统,如图6所示。本节考虑在冲击激励作用

图 6　 二维非均匀颗粒链系统示意图

下,混合 P 波和 S 波的传播过程,对末端传递力进行

了数值仿真,并与 2. 1 节中二维均匀颗粒链系统的

结果进行对比。
设定二维非均匀颗粒链系统中激励链和吸收链

均由 N1 = 7,N2 = 6 和 N3 = N4 = 5 的 4 段颗粒链

构成,激励链和吸收链中的颗粒总数目为 N = 23,
非均匀颗粒链的总长度和 2. 1 节中均匀颗粒链保持

一致。 所有颗粒,即重珠、轻珠和耦合珠的材料参数

也与 2. 1 节中相同。 重珠的半径为 R1 = 12. 5 mm,

耦合珠的半径为 R2 = ( 2 - 1)R1 ≈5. 18 mm,轻珠

的半径为 R3 = 6. 25 mm。 激励的无量纲初始速度仍

为 V-0 = 1 × 10 -4。
从图 7、8 和 9 中仍可以看出,在激励施加点附

近和初始高能阶段,存在 P 波和 S 波相互耦合的混

合波传播模式[24],激励链和吸收链之间有强烈的能

量交换现象。 但是,如图 7(a)和 8(a)所示,不同于

二维均匀颗粒链系统中脉冲传播方式,P 波从重珠

传播到轻珠时,轻珠链中的波速提高,其波形和波幅

都发生改变并继续向前传播,在轻-重珠交界位置发

生反射。 而在 N2 和 N3 区域,激励链和吸收链之间

没有嵌入耦合珠,横向振动的幅值远小于存在耦合

珠的 N1 和 N4 区域的颗粒振动,如图 7(b)和 8(b)
所示。 从能量角度分析,图 9 所示的部分脉冲能量

被局部约束在轻珠链中,并且延时传递到颗粒链末

端,从而产生类似于一维非均匀颗粒容器的冲击缓

释机理。
综上所述,除了激励链和吸收链之间发生能量

交换之外,引起二维非均匀颗粒链系统中激励链末

端的脉冲能量衰减的主要原因还包括:沿纵向传递

的 P 波在轻-重颗粒交界面发生反射,分解为一系列

低幅值脉冲波,按照不同的波速、逐次释放到颗粒链

末端;部分能量在通过轻珠链的过程,在 x 方向上发

生多次反射,局部约束在轻珠链中,导致该部分能量

的延时传递。因此,非均匀颗粒链系统能够进一步
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(a) 水平速度分量

(b) 垂直速度分量

图 7　 激励链与吸收链中颗粒的速度时间序列

(a) 水平速度分量

(b) 垂直速度分量

图 8　 激励链与吸收链中颗粒的速度时空图

图 9　 激励链与吸收链中颗粒的动能时空图

地分散脉冲能量和降低颗粒链的传递力。
由于非均匀颗粒结构导致的能量局部约束和延

时传递,激励链末端的传递力的峰值减小,即传递力

的波形由大幅值、小波长的脉冲波转变为一系列的

小幅值、大波长的脉冲波。 图 10(a)、(b)分别给出

了激励链中首、尾颗粒的能量分布和激励链末端的

传递力,其能量衰减了约 85% ,激励链末端的传递

力大约降低至 80 N。 与图 11( a)、(b)中二维均匀

颗粒链系统的结果相比,其能量大约减少了 5% ,传
递力大约减小了 20 N。 因此,二维非均匀颗粒链系

统能够将高幅值脉冲分散成一系列低幅值脉冲,从
而降低激励链末端的传递力。

3　 结 论

本文通过理论建模和数值仿真,研究了二维均

匀颗粒链系统和非均匀颗粒链系统中的脉冲波传播

特性、能量传递现象以及上述机理对减小颗粒链传

递力的影响。 结果表明,在冲击激励作用下,由于耦

合珠的存在,二维均匀颗粒链系统中的脉冲波在激

励施加点附近发生散射,激发出相互耦合的混合波,
包括纵向传播的近零频率的孤立波(P 波)与横向高

频剪切波(S 波)。 在二维非均匀颗粒链系统中,这
种强能量散射机制依旧存在,相比于前者,非均匀颗

粒结构导致 P 波从重珠传播到轻珠时,波形和波幅

发生了改变,引起波速改变和时延的产生,在轻-重
珠交界面位置发生反射。 并且,非均匀颗粒结构能

够将脉冲能量局部约束到轻珠链中,使得该部分能
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图 10　 二维非均匀颗粒链系统中激励链首尾颗粒的能量和末端传递力

图 11　 二维均匀颗粒链系统中激励链首尾颗粒的能量和末端传递力

量延时传递到颗粒链末端,导致激励链末端传递力

的峰值降低,力的波形由大幅值、小波长的脉冲波转

变为一系列的小幅值、大波长的脉冲波。
与一维均匀颗粒链系统相比[6],二维均匀颗粒

链系统能将激励链末端传递力的峰值降低到约

100 N;而二维非均匀颗粒链系统对脉冲能量的削弱

效果更好,激励链末端传递力的峰值进一步降低到

约 80 N。
本文通过引入轻珠链构成非均匀颗粒结构,将

脉冲能量局部约束在轻珠链中,使得传递到颗粒链

末端的脉冲能量逐级衰减,降低了末端的传递力的

峰值。 该研究结果对于二维颗粒结构在新型超结构

和超材料的高效减振器应用方面具有重要的参考价

值。
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Nonlinear wave propagation and pulse mitigation in 2D granular chains

WANG Chaoke, ZHOU Zhenjiang, CHENG Xiangle, D. Michael McFarland, LU Huancai
(Key Laboratory of Special Equipment Manufacturing and Advanced Processing Technology of

Ministry of Education, Zhejiang University of Technology, Hangzhou 310014)
Abstract

Ordered granular media have important research value in fields such as shock and vibration mitigation, and
shock energy trapping and absorption. In this paper, Hertzian contact theory is used to establish a mathematical
model of two two-dimensional (2D) granular chains, and the nonlinear wave propagation characteristics, energy
transfer, and reduction of transmitted force in two impulsively excited systems are investigated. The two-dimension-
al homogeneous granular chain includes embedded coupling beads, leading to energy exchange and eventual equi-
partition of energy between the directly excited chain and the absorbing chain. Strong energy scattering occurs in
the vicinity of the point of application of the impulsive load, and mixed nonlinear waves are excited, involving cou-
pled longitudinal propagatory solitary waves of near-zero frequency and higher-frequency transverse oscillatory shear
waves. Compared with that found in the one-dimensional homogeneous granular chain, the transmitted force peak at
the end of the two-dimensional granular chains is substantially reduced. By changing the mass ratio between parti-
cles and introducing light beads into the two-dimensional homogeneous granular chain to form a non-homogeneous
structure, the longitudinally propagating solitary waves are reflected at the light-heavy interface, and energy is tem-
porarily spatially confined in the light beads. This results in a series of low-amplitude pulse waves being released to
the end of the granular chain with different wave speeds and time delays, leading to a further reduction of peak
transmitted force.

Key words: nonlinear dynamics, Hertzian contact, granular media, two-dimensional (2D) non-homogeneous
granular chain, mixed solitary-shear wave, transmitted force

附录 A　 强非线性运动方程

在第 1 节中已给出激励链中第 i(2 ≤ i ≤ N - 1)
颗颗粒的运动控制方程式(4)。 在本节中将给出激

励链首尾颗粒、吸收链和耦合链中颗粒的运动控制

方程,列为式(A1) ~ (A6)。 式(4)和(A1) ~ (A6)
共同组成图 1 所示的二维均匀颗粒链系统的控制方

程。 同第 2 节中所述, m j
i 为颗粒质量, x j

i 为颗粒纵

向位移分量, y j
i 为颗粒横向位移分量。 其中,上标 j

= 1、2、3 分别代表激励链、吸收链和耦合链,下标 i
代表颗粒的序号。 当 j = 1、2 时,即对于激励链和吸

收链, i = 1、2、…、N,m j
i = 4πρR3

1 / 3; 当 j = 3 时,即

对于耦合链, i = 1、2、…、N - 1,m j
i = 4πρR3

2 / 3; ρ为

颗粒的材料密度。
激励链中首颗粒的纵向位移和横向位移的运动

方程,即 i = 1 时,

m1
i ẍ1

i = α -
2R1 + x1

i +1 - x1
i

(2R1 + x1
i +1 - x1

i ) 2 + (y1
i - y1

i +1) 2
(2R1 - (2R1 + x1

i +1 - x1
i ) 2 + (y1

i - y1
i +1) 2 ) 3 / 2

+{

+
x1
i - x2

i

(x1
i - x2

i ) 2 + (2R1 + y2
i - y1

i ) 2
(2R1 - (x1

i - x2
i ) 2 + (2R1 + y2

i - y1
i ) 2) 3 / 2

+ }

—198—

王超科等:二维颗粒结构中非线性波的传播和脉冲衰减



+ η -
R1 + x3

i - x1
i

(R1 + x3
i - x1

i ) 2 + (R1 + y3
i - y1

i ) 2
( 2R1 - (R1 + x3

i - x1
i ) 2 + (R1 + y3

i - y1
i ) 2 ) 3 / 2

+{ }

m1
i ÿ1

i = α +
y1
i - y1

i +1

(2R1 + x1
i +1 - x1

i ) 2 + (y1
i - y1

i +1) 2
(2R1 - (2R1 + x1

i +1 - x1
i ) 2 + (y1

i - y1
i +1) 2 ) 3 / 2

+{

-
2R1 + y2

i - y1
i

(x1
i - x2

i ) 2 + (2R1 + y2
i - y1

i ) 2
(2R1 - (x1

i - x2
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i - y1
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+ + 2(0 - y1
i ) 3 / 2

+ }

+ η -
R1 + y3

i - y1
i

(R1 + x3
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i - y1

i ) 2
( 2R1 - (R1 + x3

i - x1
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i - y1
i ) 2 ) 3 / 2

+{ }
(A1)

激励链中尾颗粒的纵向位移和横向位移的运动方程,即 i = N 时,有:

m1
i ẍ1

i = α
2R1 + x1

i - x1
i -1

(2R1 + x1
i - x1

i -1) 2 + (y1
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吸收链中首颗粒的纵向位移和横向位移的运动方程,即 i = 1 时,有:
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i ÿ2

i = α
y2
i - y2

i +1

(2R1 + x2
i +1 - x2

i ) 2 + (y2
i - y2

i +1) 2
(2R1 - (2R1 + x2

i +1 - x2
i ) 2 + (y2

i - y2
i +1) 2 ) 3 / 2

+{

+
2R1 + y2

i - y1
i

(x2
i - x1

i ) 2 + (2R1 + y2
i - y1

i ) 2
(2R1 - (x2

i - x1
i ) 2 + (2R1 + y2

i - y1
i ) 2 ) 3 / 2

+ - 2(y2
i - 0) 3 / 2

+ }

+ η
R1 + y2

i - y3
i

(R1 + x3
i - x2

i ) 2 + (R1 + y2
i - y3

i ) 2
( 2R1 - (R1 + x3

i - x2
i ) 2 + (R1 + y2

i - y3
i ) 2 ) 3 / 2

+{ }
(A3)

吸收链中第 i 颗颗粒的纵向位移和横向位移的运动方程,当 i = 2、…、N - 1 时,有:
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吸收链中尾颗粒的纵向位移和横向位移的运动方程,即 i = N 时,有:
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耦合链中第 i 颗颗粒的纵向位移和横向位移的运动方程,当 i = 1、…、N - 1 时,有:
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其中, α为重珠和重珠之间的接触系数, η为重珠和

耦合珠之间的接触系数,二者的具体表达式可由

式(2)获得。 类似地,图 6 所示的二维非均匀颗粒

链系统中颗粒的运动控制方程也能根据赫兹接触定

律和牛顿第二定律列出。
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